The stability of gravity-driven viscous films over topography by Schörner, Mario
❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ✈✐s❝♦✉s ☞❧♠s ♦✈❡r
t♦♣♦❣r❛♣❤②
❱♦♥ ❞❡r ❋❛❦✉❧t⑧❛t ❢⑧✉r ■♥❣❡♥✐❡✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥
❞❡r ❯♥✐✈❡rs✐t⑧❛t ❇❛②r❡✉t❤
③✉r ❊r❧❛♥❣✉♥❣ ❞❡r ❲⑧✉r❞❡ ❡✐♥❡s
❉♦❦t♦r✲■♥❣❡♥✐❡✉r ✭❉r✳✲■♥❣✳✮
❣❡♥❡❤♠✐❣t❡ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥
✈♦♥
❉✐♣❧✳✲P❤②s✳ ▼❛r✐♦ ❙❝❤⑧♦r♥❡r
❛✉s
❘❡❤❛✉
❊rst❣✉t❛❝❤t❡r✿ Pr♦❢✳ ❉r✳ ◆✳ ❆❦s❡❧
❩✇❡✐t❣✉t❛❝❤t❡r✿ Pr♦❢✳ ❉r✳ ❨✳ ❚r✐❢♦♥♦✈
❚❛❣ ❞❡r ♠⑧✉♥❞❧✐❝❤❡♥ Pr⑧✉❢✉♥❣✿ ✵✸✳ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✶✽
▲❡❤rst✉❤❧ ❢⑧✉r ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❦ ✉♥❞ ❙tr⑧♦♠✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐❦
❯♥✐✈❡rs✐t⑧❛t ❇❛②r❡✉t❤
✷✵✶✽
✷
❏♦✉r♥❛❧ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s
✎ ◆✉r✐ ❆❦s❡❧ ❛♥❞ ▼❛r✐♦ ❙❝❤⑧♦r♥❡r✿
❋✐❧♠s ♦✈❡r t♦♣♦❣r❛♣❤②✿ ❢r♦♠ ❝r❡❡♣✐♥❣ ✌♦✇ t♦ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡♦r②✱ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❛
r❡✈✐❡✇✳
❆❝t❛ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛✱ ✷✷✾✱ ✶✹✺✸④✶✹✽✷ ✭✷✵✶✽✮✳
✎ ▼❛r✐♦ ❙❝❤⑧♦r♥❡r ❛♥❞ ◆✉r✐ ❆❦s❡❧✿
❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝②❝❧❡ ④ ❆ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣❛t❤✇❛② ❢♦r t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠s ♦✈❡r t♦♣♦❣r❛♣❤②✳
P❤②s✐❝s ♦❢ ❋❧✉✐❞s✱ ✸✵✱ ✵✶✷✶✵✺ ✭✷✵✶✽✮✳
✎ ▼❛r✐♦ ❙❝❤⑧♦r♥❡r✱ ❉❛♥✐❡❧ ❘❡❝❦✱ ◆✉r✐ ❆❦s❡❧ ❛♥❞ ❨✉r✐ ❚r✐❢♦♥♦✈✿
❙✇✐t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐☛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ✐s❧❡s ✐♥ ☞❧♠s ♦✈❡r t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s✳
❆❝t❛ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛✱ ✷✷✾✱ ✹✷✸④✹✸✻ ✭✷✵✶✽✮✳
✎ ▼❛r❦✉s ❉❛✉t❤✱ ▼❛r✐♦ ❙❝❤⑧♦r♥❡r ❛♥❞ ◆✉r✐ ❆❦s❡❧✿
❲❤❛t ♠❛❦❡s t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❛✈❡s ♦✈❡r t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ❝♦♥✈❡① ♦r ❝♦♥❝❛✈❡❄ ❆ st✉❞② ✇✐t❤
❋♦✉r✐❡r ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❝❦✐♥❣✳
P❤②s✐❝s ♦❢ ❋❧✉✐❞s✱ ✷✾✱ ✵✾✷✶✵✽ ✭✷✵✶✼✮✳
✎ ▼❛r✐♦ ❙❝❤⑧♦r♥❡r✱ ❉❛♥✐❡❧ ❘❡❝❦ ❛♥❞ ◆✉r✐ ❆❦s❡❧✿
❙t❛❜✐❧✐t② ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❢❛r ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ◆✉ss❡❧t ✌♦✇ ④ ❘❡✈❡❛❧❡❞ ❜② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛s②♠♣t♦t✐❝s✳
P❤②s✐❝s ♦❢ ❋❧✉✐❞s✱ ✷✽✱ ✵✷✷✶✵✷ ✭✷✵✶✻✮✳
✎ ▼❛r✐♦ ❙❝❤⑧♦r♥❡r✱ ❉❛♥✐❡❧ ❘❡❝❦ ❛♥❞ ◆✉r✐ ❆❦s❡❧✿
❉♦❡s t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✬s s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡ ♠❛tt❡r ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠ ✌♦✇s❄
P❤②s✐❝s ♦❢ ❋❧✉✐❞s✱ ✷✼✱ ✵✹✷✶✵✸ ✭✷✵✶✺✮✳
✎ ▼❛r✐♦ ❙❝❤⑧♦r♥❡r✱ ❙❡❜❛st✐❛♥ ❘✳ ❇❡②❡r✱ ❏✉♥❡ ❙♦✉t❤❛❧❧✱ ❘✐❝❤❛r❞ ❏✳ ❈♦❣❞❡❧❧ ❛♥❞ ❏⑧✉r❣❡♥ ❑⑧♦❤❧❡r✿
❈♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ▼❡♠♦r② ♦❢ ❛ Pr♦t❡✐♥ ❘❡✈❡❛❧❡❞ ❜② ❙✐♥❣❧❡✲▼♦❧❡❝✉❧❡ ❙♣❡❝tr♦s❝♦♣②✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤②s✐❝❛❧ ❈❤❡♠✐str② ❇✱ ✶✶✾✱ ✶✸✾✻✹④✶✸✾✼✵ ✭✷✵✶✺✮✳
✎ ▼❛r✐♦ ❙❝❤⑧♦r♥❡r✱ ❙❡❜❛st✐❛♥ ❘✳ ❇❡②❡r✱ ❏✉♥❡ ❙♦✉t❤❛❧❧✱ ❘✐❝❤❛r❞ ❏✳ ❈♦❣❞❡❧❧ ❛♥❞ ❏⑧✉r❣❡♥ ❑⑧♦❤❧❡r✿
▼✉❧t✐✲▲❡✈❡❧✱ ▼✉❧t✐ ❚✐♠❡✲❙❝❛❧❡ ❋❧✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ■♥t❡r♠✐tt❡♥❝② ♦❢ P❤♦t♦s②♥t❤❡t✐❝ ▲❍✷ ❈♦♠✲
♣❧❡①❡s✿ ❆ Pr❡❝✉rs♦r ♦❢ ◆♦♥✲P❤♦t♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ◗✉❡♥❝❤✐♥❣❄
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤②s✐❝❛❧ ❈❤❡♠✐str② ❇✱ ✶✶✾✱ ✶✸✾✺✽④✶✸✾✻✸ ✭✷✵✶✺✮✳
✸
✹
❆❜str❛❝t
❚❤❡ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ✌♦✇ ♦❢ ❛ ✈✐s❝♦✉s ☞❧♠ ♦✈❡r ❛♥ ✐♥❝❧✐♥❡❞ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥
✌✉✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ✌♦✇ s❡r✈❡s ❛s ❛ ♠♦❞❡❧ t♦ ❝❛t❝❤ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ❜❡❤✐♥❞ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢
t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ✇❤✐❝❤ s✐❧❡♥t❧② ❛☛❡❝t ♦✉r ❧✐✈❡s✳ ❚❤❡ ♠♦st s✐♠♣❧✐☞❡❞ ❝❛s❡
♦❢ t❤✐s ❜❛s✐❝ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥☞❣✉r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✌♦✇ ♦❢ ❛ ✈✐s❝♦✉s ☞❧♠ ♦✈❡r ❛♥ ✐♥☞♥✐t❡❧② ❡①t❡♥❞❡❞
❛♥❞ ♣❡r❢❡❝t❧② ✌❛t s✉❜str❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ❡✈❡♥ ❤❛s ❛♥ ❡①❛❝t ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧
✇♦r❧❞✱ t❤❡ s✉❜str❛t❡s ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ☞❧♠s ♠♦✈❡ ❛r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② r♦✉❣❤ ④ ❡✐t❤❡r ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧❧② ♦r ❛❝✲
❝✐❞❡♥t❛❧❧②✳ ❚❤❡ ❣r❡❛t ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❛r✐s❡s t❤❛t✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ✌♦✇s ♦✈❡r s✉❝❤ ✐♥❝❧✐♥❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s
❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ t❤❡ ✌✉✐❞ ❧❛②❡r r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞
❣✐✈❡s r✐s❡ t♦✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❞❞✐❡s ✐♥ t❤❡ tr♦✉❣❤s ❛♥❞ r❡s♦♥❛♥t st❛♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡s ❛t t❤❡
✌♦✇✬s ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❆s ❛❧r❡❛❞② s♠❛❧❧ s✉❜str❛t❡ ❞❡❢❡❝ts ❝❛♥ s✐❣♥✐☞❝❛♥t❧② ❛☛❡❝t t❤❡ ☞❧♠ ✌♦✇s✱
t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r ♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ♣r♦❞✉❝t ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ❝♦❛t✐♥❣ ✐♥❞✉str✐❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞
❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✌♦✇ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❛♥❞ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❣❛s ✐s ❛ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ✇❛✈❡s
❝❛♥ ❛♣♣❡❛r s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧② ❛t t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✐❢ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ✌✉① ✐s ❡①❝❡❡❞❡❞✳ ❚❤❡s❡ ✇❛✈❡s
❛r❡ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ t♦ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✱ ❧✐❦❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝✐♥❣ ♦r ❛♠❜✐❡♥t ♥♦✐s❡✱ ❛♥❞ ❣r♦✇
♦r s❤r✐♥❦ ♦♥ t❤❡✐r ✇❛② ❞♦✇♥str❡❛♠✳ ❉❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✌✉①✱ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✬s ❢r❡✲
q✉❡♥❝②✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✌✉✐❞ ❛♥❞ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❛ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢
st❛❜❧❡ ✭✇❛✈❡s ❛r❡ ❞❛♠♣❡❞✮ ❛♥❞ ✉♥st❛❜❧❡ ✭✇❛✈❡s ❛r❡ ❛♠♣❧✐☞❡❞✮ ✌♦✇ r❡❣✐♠❡s ❛♣♣❡❛rs✳ ■♥ ♠❡❞✐✲
❝❛❧ ❛♥❞ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ✐♥❞✉str✐❡s✱ ✇❤❡r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② t❤✐♥ ❝♦❛t✐♥❣s ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡s❡ ✇❛✈❡s ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❣r❡❛t ❞✐✍❝✉❧t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❆s ❛ ♣✉r❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈❛st ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠s ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦❞❛②✱ t❤♦r♦✉❣❤
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣s ❛r❡ ✐♥❛❧✐❡♥❛❜❧❡ t♦ ✐♠✲
♣r♦✈❡ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✌♦✇ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳
❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❡☛❡❝ts ♦❢ ❞✐☛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢r❡❡
s✉r❢❛❝❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ✈✐s❝♦✉s ☞❧♠s✳ ❈♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ♥❡✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞
✇✐t❤ ❛❧❧ ❡①✐st✐♥❣ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ☞♥❞✐♥❣s ♦♥ t❤✐s ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❛t
✇❛②✱ ♥❡✇ ✌♦✇ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✇❡r❡ ✉♥❝♦✈❡r❡❞ ❛♥❞ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✇❤✐❝❤
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✌♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② ✇❛s t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❢♦r
t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ✉♥✈❡✐❧✐♥❣ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② ✈❛❧✐❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥❞ ✉♥✐❢② ❛❧❧ ☞♥❞✐♥❣s
♦♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ✈✐s❝♦✉s ☞❧♠ ✌♦✇s✳
❚❤❡ ☞rst st❡♣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥✈❡✐❧ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐♥❞❡❡❞ ❡①✐sts
✇❛s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✌♦✇s ♦✈❡r ❞✐☛❡r❡♥t t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ❝❛♥ ❡①❤✐❜✐t t❤❡ s❛♠❡ st❛❜✐❧✲
✐t② ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ♦r ✇❤❡t❤❡r ❛❧❧ s②st❡♠s ❛r❡ ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❞✐☛❡r❡♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡✐r st❛❜✐❧✐t②✳ ❆
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ q✉❡st✐♦♥ ❛r♦s❡ ❢r♦♠ t❤✐s t❤♦✉❣❤t✿ ❞♦❡s t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✬s s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡ ♠❛tt❡r ✐♥
❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ✈✐s❝♦✉s ☞❧♠s❄ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s ❝♦♠✲
♣❧❡① ♣r♦❜❧❡♠✱ ☞✈❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ♦❢ ❞✐☛❡r❡♥t s❤❛♣❡s ✭❡✳❣✳✱ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❛♥❞ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r✮✱ ❜✉t ❡q✉❛❧
❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ ❛♥❞ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡
❞✐☛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ r♦✉❣❤ s✉❜str❛t❡s ✐♥ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ☞❧♠ ✌♦✇s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ t♦♣♦❣r❛♣❤②✱ t❤❡ ❜❛s✐❝ ✌♦✇
✇❛s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ✌♦✇ ☞❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♥t♦✉r✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ t❤❡
✺
❆❜str❛❝t
✌♦✇✬s ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❢♦❧❧♦✇❡❞✳ ❚❤❛t ✇❛②✱ ✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ ❤♦✇ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✬s s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡ ❝❛♥
♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❜❛s✐❝ ✌♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ☞❧♠s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ r❡♠❛✐♥❡❞ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ ♠♦❞✐☞❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
t♦♣♦❣r❛♣❤②✬s s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡ ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ♥♦t ❛☛❡❝t t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ✌♦✇✳
❚❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r st✉❞② ✇❡♥t ♦♥❡ st❡♣ ❢✉rt❤❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥✈❡✐❧ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❞❡❝✐s✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ✌♦✇✬s st❛❜✐❧✐t②✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ◆✉ss❡❧t ✌♦✇ ♦✈❡r ❛
✌❛t ✐♥❝❧✐♥❡ ✇❛s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❧❡❢t✱ ❡✐t❤❡r ❜② ❣r❛❞✉❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ s✐♥✉s♦✐❞❛❧
✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s ♦r ❜② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ t✐♣ ✇✐❞t❤ ♦❢ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s✳ ❙②st❡♠❛t✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✬s ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✌✉✐❞✬s ✈✐s❝♦s✐t② ❛♥❞ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✬s ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❢♦❧❧♦✇❡❞✳ ❚❤❛t
✇❛②✱ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ❛♥❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❢❛r ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ◆✉ss❡❧t ✌♦✇ ✇❡r❡ r❡✈❡❛❧❡❞✳ ❋♦r
t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡s❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✈❡❧♦❝✐t② ☞❡❧❞s ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
✌♦✇s ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦
✉♥✈❡✐❧ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① s❤❛♣❡✱ ✇❤✐❝❤ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ♦❢ ☞❧♠s ♦✈❡r ✐♥❝❧✐♥❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ❡①❤✐❜✐t✱
❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞❡st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❡☛❡❝ts✱ ❜♦t❤
♣r♦✈♦❦❡❞ ❜② t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇ ❞✉❡ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss
❛♥❞ t❤❡ ❞❡st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇ ❞✉❡ t♦ r❡s♦♥❛♥t st❛♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡s ✇❡r❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❡t✐♥❣
❡☛❡❝ts✳ ❲❤✐❝❤ ❡☛❡❝t ❞♦♠✐♥❛t❡s ✐♥ t❤✐s ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♣r✐♠❛r✐❧② ♦♥ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ t✐♣
✇✐❞t❤✱ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ ❛♥❞ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ t❤❡ ✌✉✐❞✳
❚❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ✉♥❝♦✈❡r❡❞ ❛ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐☛❡r❡♥t
t②♣❡s ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ✐s❧❡s✱ ✐✳❡✳ ❜❡t✇❡❡♥ st❛❜❧❡ ❛♥❞ ✉♥st❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts✳
❚❤✐s ❛❜r✉♣t ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇✬s ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ st❛❜✐❧✐t② ✇❛s ❞❡t❡❝t❡❞ ❢♦r ❛❧❧ s②st❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs
✈❛r✐❡❞ ❛♥❞ ❣❛✈❡ r✐s❡ t♦ ❛♥ ✐♥tr✐❣✉✐♥❣ q✉❡st✐♦♥✿ ■s t❤❡r❡ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❜❡✐♥❣ ✈❛❧✐❞ t♦
❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇✬s ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ❢♦r ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❞✐☛❡r❡♥t
s②st❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs❄ ■♥ s❡❛r❝❤ ♦❢ ❛♥ ❛♥s✇❡r t♦ t❤✐s q✉❡st✐♦♥✱ ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✇❡r❡ s❝r❡❡♥❡❞✳ ◆❡✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t
♦♥❧② t♦ ☞❧❧ t❤❡ ❣❛♣s ✇❤✐❝❤ r❡♠❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ♣r❡❝❡❞❡♥t ✇♦r❦✳
❱❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✌✉✐❞✬s ✈✐s❝♦s✐t② ❛♥❞ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✬s s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡✱ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱
t✐♣ ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❛t ✇❛②✱ ❛ s❡t ♦❢ s✐① ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣❛tt❡r♥s ♦❢
st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ✇❛s ✐❞❡♥t✐☞❡❞ t♦ ❜❡ s✉✍❝✐❡♥t ❛♥❞ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞❡s❝r✐❜❡ ❛❧❧
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧②
❝♦rr✉❣❛t❡❞ ✐♥❝❧✐♥❡s✳ ◆♦ ❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡ ✇❛s ❢♦✉♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐❞ ♥♦t ☞t t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ s✐① ♣❛t✲
t❡r♥s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ s✐① st❛❜✐❧✐t② ♣❛tt❡r♥s✱ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣❛t❤✇❛② ④ t❤❡ ✬st❛❜✐❧✐t② ❝②❝❧❡✬ ④ ✇❛s
✉♥✈❡✐❧❡❞✱ ❛❧♦♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ☞❧♠s ❡✈♦❧✈❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠
♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s✐❣♥✐☞❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝②❝❧❡ ✐s ❛t ❤❛♥❞✱ ❛s ✐t ✐s ❛
✉♥✐✈❡rs❛❧ ❣✉✐❞❡ ♦♥ ❤♦✇ t♦ t✉♥❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✈✐s❝♦✉s ☞❧♠s ✐♥ ❛ ✇❛② ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡s✐r❡❞✳
❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝②❝❧❡ ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛❧❧
t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❛✈❡s✱ ❛♥❞ ✌♦✇✐♥❣
❞♦✇♥ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ✉♥❞✉❧❛t❡❞ ✐♥❝❧✐♥❡s✳ ◆♦ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞✳ ❨❡t✱ ✐t
r❡♠❛✐♥❡❞ ❛♥ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r s✐♠✐❧❛r ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ♦t❤❡r s②st❡♠s ❧✐❦❡✱
❡✳❣✳✱ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✌✉✐❞s✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✇❛✈❡s✱ ♦r t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ✌♦✇ ✇✐t❤ s✐❞❡✇❛❧❧s✳
❇② ❜r✐❡✌② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ❡①❡♠♣❧❛r② s②st❡♠s✱ t❤❡ st✉❞② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ♣❛rt ♦❢
t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡♥t ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s✳ ◆❡✇ st❡❛❞②✲
st❛t❡ ✌♦✇ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✇❡r❡ ✉♥❝♦✈❡r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡☛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ✌♦✇✬s st❛❜✐❧✐t② ❜❡✐♥❣
❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❛♥ ✐♥✲❞❡♣t❤ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ s②st❡♠s ✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s
t❤❡s✐s✱ ❛❧❧ r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝②❝❧❡
❛r❡✱ ✇✐t❤ s♦♠❡ r❡str✐❝t✐♦♥s✱ st✐❧❧ ✈❛❧✐❞ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ◆❡✇t♦♥✐❛♥
☞❧♠s✳
✻
❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣
❉✐❡ s❝❤✇❡r❦r❛❢t❣❡tr✐❡❜❡♥❡ ❙tr⑧♦♠✉♥❣ ❡✐♥❡s ✈✐s❦♦s❡♥ ❋❧⑧✉ss✐❣❦❡✐ts☞❧♠s ⑧✉❜❡r ❡✐♥❡♥ ❣❡♥❡✐❣t❡♥ ❯♥✲
t❡r❣r✉♥❞ ✐st ❡✐♥ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s Pr♦❜❧❡♠ ❞❡r ❙tr⑧♦♠✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐❦✳ ❉✐❡s❡ ❑❧❛ss❡ ✈♦♥ ❙tr⑧♦♠✉♥❣❡♥
❞✐❡♥t ❛❧s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧ ❢⑧✉r ❡✐♥❡ ❱✐❡❧③❛❤❧ ✈♦♥ Pr♦③❡ss❡♥ ✐♥ ◆❛t✉r ✉♥❞ ❚❡❝❤♥✐❦✱ ❞✐❡ ❣❛♥③
✐♠ ❙t✐❧❧❡♥ ✉♥s❡r ❛❧❧❡r ▲❡❜❡♥ ❜❡❡✐♥✌✉ss❡♥✳ ❉❡r ❡✐♥❢❛❝❤st❡ ❋❛❧❧ ❞✐❡s❡r ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ●r✉♥❞✲
❦♦♥☞❣✉r❛t✐♦♥ ✐st ❞❡r ❋❧✉ss ❡✐♥❡s ✈✐s❦♦s❡♥ ❋✐❧♠s ⑧✉❜❡r ❡✐♥ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ❛✉s❣❡❞❡❤♥t❡s ✉♥❞ ✌❛❝❤❡s
❙✉❜str❛t✱ ❢⑧✉r ❞❡♥ ❡s s♦❣❛r ❡✐♥❡ ❡①❛❦t❡ ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡ ▲⑧♦s✉♥❣ ❣✐❜t✳ ■♥ ❞❡r r❡❛❧❡♥❲❡❧t s✐♥❞ ❞✐❡ ❇⑧♦❞❡♥✱
❛✉❢ ❞❡♥❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❋❧⑧✉ss✐❣❦❡✐ts☞❧♠❡ ❜❡✇❡❣❡♥✱ ❥❡❞♦❝❤ ❤⑧❛✉☞❣ r❛✉ ④ ❡♥t✇❡❞❡r ❛✉s ❆❜s✐❝❤t ♦❞❡r
❞✉r❝❤ ❩✉❢❛❧❧✳ ❊s st❡❧❧t ❡✐♥❡ ❣r♦✙❡ ❍❡r❛✉s❢♦r❞❡r✉♥❣ ❞❛r✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙tr⑧♦♠✉♥❣ ⑧✉❜❡r ❞❡r❛rt✐❣❡ ❚♦✲
♣♦❣r❛♣❤✐❡♥ ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❛♥❛❧②t✐s❝❤ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣
③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ③✉❣r✉♥❞❡ ❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❇♦❞❡♥str✉❦t✉r ✉♥❞ ❞❡r ❞❛r⑧✉❜❡r ✌✐❡✙❡♥❞❡♥ ❋❧⑧✉ss✐❣❦❡✐tss❝❤✐❝❤t
❢⑧✉❤rt ③✉ ❡✐♥❡r ❦♦♠♣❧✐③✐❡rt❡♥ ❉②♥❛♠✐❦✱ ❞✐❡ ✇✐❡❞❡r✉♠ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ③✉ ❲✐r❜❡❧❜✐❧❞✉♥❣ ✐♥ ❞❡♥
▼✉❧❞❡♥ ✉♥❞ ③✉ st❡❤❡♥❞❡♥ ❖❜❡r✌⑧❛❝❤❡♥✇❡❧❧❡♥ ❢⑧✉❤rt✳ ❉❛ ❜❡r❡✐ts ❦❧❡✐♥❡ ❙✉❜str❛t❢❡❤❧st❡❧❧❡♥ ❞✐❡
❋❧⑧✉ss✐❣❦❡✐ts☞❧♠❡ s❡❤r st❛r❦ ❜❡❡✐♥✌✉ss❡♥ ❦⑧♦♥♥❡♥✱ ❤❛t ❞❡r ❇❡❞❛r❢ ♥❛❝❤ ✈♦r❤❡rs❛❣❜❛r❡♥ Pr♦❞✉❦t✲
✉♥❞ Pr♦③❡ss❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✐♥ ❞❡r ❇❡s❝❤✐❝❤t✉♥❣s✐♥❞✉str✐❡ ❡✐♥ ❡r❤❡❜❧✐❝❤❡s ■♥t❡r❡ss❡ ❛♥ ❡✐♥❡♠ ❜❡s✲
s❡r❡♥ ❱❡rst⑧❛♥❞♥✐s ❞❡r ③✉❣r✉♥❞❡ ❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❙tr⑧♦♠✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐s♠❡♥ ❤❡r✈♦r❣❡r✉❢❡♥✳
❉✐❡ ●r❡♥③✌⑧❛❝❤❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❋❧⑧✉ss✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❞❡♠ s✐❡ ✉♠❣❡❜❡♥❞❡♥ ●❛s st❡❧❧t ❡✐♥❡ ✈❡r❢♦r♠❜❛r❡
●r❡♥③❡ ❞❛r✱ ❛♥ ❞❡r ❡s ❛✉❢❣r✉♥❞ ✈♦♥ ❚r⑧❛❣❤❡✐ts❡☛❡❦t❡♥ ❜❡✐ ⑧❯❜❡rs❝❤r❡✐t✉♥❣ ❡✐♥❡s ❦r✐t✐s❝❤❡♥ ❱♦✲
❧✉♠❡♥str♦♠s ③✉r s♣♦♥t❛♥❡♥ ❇✐❧❞✉♥❣ ✈♦♥ str♦♠❛❜✇⑧❛rts ❧❛✉❢❡♥❞❡♥ ❖❜❡r✌⑧❛❝❤❡♥✇❡❧❧❡♥ ❦♦♠♠❡♥
❦❛♥♥✳ ❉✐❡s❡ ❲❡❧❧❡♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ❘❡❛❦t✐♦♥ ❞❡s ❙②st❡♠s ❛✉❢ ❙t⑧♦r✉♥❣❡♥✱ ✇✐❡ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❡①t❡r✲
♥❡ ❆♥r❡❣✉♥❣❡♥ ♦❞❡r ❞❛s ❛❧❧❣❡❣❡♥✇⑧❛rt✐❣❡ ❯♠❣❡❜✉♥❣sr❛✉s❝❤❡♥✳ ❆❜❤⑧❛♥❣✐❣ ✈♦♠ ❱♦❧✉♠❡♥str♦♠✱
✈♦♥ ❞❡r ❋r❡q✉❡♥③ ❞❡r ❙t⑧♦r✉♥❣ ✉♥❞ ✈♦♥ ❞❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❋❧⑧✉ss✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❞❡♠
❣❡✇❡❧❧t❡♥ ❇♦❞❡♥ tr✐tt ❡✐♥ ❦♦♠♣❧❡①❡s ●❡❜✐❧❞❡ ❛✉s st❛❜✐❧❡♥ ✭❞✐❡ ❲❡❧❧❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❣❡❞⑧❛♠♣❢t✮ ✉♥❞
✐♥st❛❜✐❧❡♥ ✭❞✐❡ ❲❡❧❧❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✈❡rst⑧❛r❦t✮ ❙tr⑧♦♠✉♥❣s❣❡❜✐❡t❡♥ ❛✉❢✳ ■♥ ❞❡r ▼❡❞✐③✐♥✲ ✉♥❞ ❍❛❧❜❧❡✐✲
t❡r✐♥❞✉str✐❡✱ ✇♦ ❡s ❛✉❢ ❣❧❡✐❝❤♠⑧❛✙✐❣ ❞⑧✉♥♥❡ ❇❡s❝❤✐❝❤t✉♥❣❡♥ ❛♥❦♦♠♠t✱ ❣❡❤❡♥ ♠✐t ❞❡r ❇✐❧❞✉♥❣
❞✐❡s❡r ❲❡❧❧❡♥ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❣r♦✙❡ ❙❝❤✇✐❡r✐❣❦❡✐t❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❋❡rt✐❣✉♥❣s♣r♦③❡ss❡♥ ❡✐♥❤❡r✳ ❉❛ ❢⑧✉r ❞✐❡
⑧✉❜❡r✇✐❡❣❡♥❞❡ ▼❡❤r❤❡✐t ❞✐❡s❡r ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠❡ ❡✐♥❡ r❡✐♥ ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡ ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣
❞❡r③❡✐t ❥❡❞♦❝❤ ✉♥♠⑧♦❣❧✐❝❤ ✐st✱ s✐♥❞ ❣r⑧✉♥❞❧✐❝❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ✉♠❢❛ss❡♥❞❡
❝♦♠♣✉t❡r❣❡st⑧✉t③t❡ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣❡♥ ✉♥❛❜❞✐♥❣❜❛r✱ ✉♠ ❞❛s ❱❡rst⑧❛♥❞♥✐s ❞❡r ③✉❣r✉♥❞❡ ❧✐❡❣❡♥❞❡♥
▼❡❝❤❛♥✐s♠❡♥ ③✉ ✈❡r❜❡ss❡r♥✳
❉✐❡ ❤✐❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❜❡s❝❤⑧❛❢t✐❣t s✐❝❤ ♠✐t ❞❡♥ ❆✉s✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❣❡✇❡❧❧t❡r ❙✉❜str❛t❡
❛✉❢ ❞✐❡ ❙t❛❜✐❧✐t⑧❛t ❞❡r ❢r❡✐❡♥ ❖❜❡r✌⑧❛❝❤❡ s❝❤✇❡r❦r❛❢t❣❡tr✐❡❜❡♥❡r ✈✐s❦♦s❡r ❋✐❧♠str⑧♦♠✉♥❣❡♥✳ ❯♠✲
❢❛ss❡♥❞❡ ♥❡✉❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ✇✉r❞❡♥ ♠✐t ❛❧❧❡♥ ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡♥ ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡♥✱ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ❡①♣❡✲
r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❊r❦❡♥♥t♥✐ss❡♥ ⑧✉❜❡r ❞✐❡s❡s ❦♦♠♣❧❡①❡ Pr♦❜❧❡♠ ❦♦♠❜✐♥✐❡rt✳ ❆✉❢ ❞✐❡s❡ ❆rt ✉♥❞ ❲❡✐s❡
✇✉r❞❡♥ ♥❡✉❡ ❙tr⑧♦♠✉♥❣s♣❤⑧❛♥♦♠❡♥❡ ❡♥t❞❡❝❦t ✉♥❞ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❡♥ ▼❡❝❤❛♥✐s♠❡♥ ③✉❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱
✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❉②♥❛♠✐❦ ❞❡r ❙tr⑧♦♠✉♥❣ ❜❡st✐♠♠❡♥✳ ❩✐❡❧ ❞❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❆r❜❡✐t ✇❛r ❡s ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡✱
❞✐❡ s♦ ❣❡✇♦♥♥❡♥❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ③✉ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r❡♥✱ ✉♠ ❡✐♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❣⑧✉❧t✐❣❡s Pr✐♥③✐♣ ③✉ ❡♥t✇✐✲
❝❦❡❧♥✱ ❞❛s ❛❧❧❡ ❊r❦❡♥♥t♥✐ss❡ ⑧✉❜❡r ❞✐❡ ❙t❛❜✐❧✐t⑧❛t s❝❤✇❡r❦r❛❢t❣❡tr✐❡❜❡♥❡r ✈✐s❦♦s❡r ❋✐❧♠str⑧♦♠✉♥❣❡♥
❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ✉♥❞ ✈❡r❡✐♥❤❡✐t❧✐❝❤❡♥ ❦❛♥♥✳
❉❡r ❡rst❡ ❙❝❤r✐tt ✉♠ ❤❡r❛✉s③✉☞♥❞❡♥✱ ♦❜ ❞❛s ♦❜❡♥ ❣❡♥❛♥♥t❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ Pr✐♥③✐♣ t❛ts⑧❛❝❤❧✐❝❤
❡①✐st✐❡rt✱ ❜❡st❛♥❞ ❞❛r✐♥ ③✉ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥✱ ♦❜ ❙tr⑧♦♠✉♥❣❡♥ ⑧✉❜❡r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❛rt✐❣ ❣❡✇❡❧❧t❡ ❇⑧♦❞❡♥
✼
❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣
⑧✉❜❡r❤❛✉♣t ❞❛ss❡❧❜❡ ❙t❛❜✐❧✐t⑧❛ts✈❡r❤❛❧t❡♥ ❛✉❢✇❡✐s❡♥ ❦⑧♦♥♥❡♥ ♦❞❡r ♦❜ ❛❧❧❡ ❙②st❡♠❡ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤
✐❤r❡r ❙t❛❜✐❧✐t⑧❛t ✈♦♥ s✐❝❤ ❛✉s ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥ s✐♥❞✳ ❆✉s ❞✐❡s❡r ⑧❯❜❡r❧❡❣✉♥❣ ❤❡r❛✉s ❡r❣❛❜ s✐❝❤ ❡✐♥❡
❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡ ❋r❛❣❡✿ ■st ❞✐❡ s♣❡③✐☞s❝❤❡ ❋♦r♠ ❞❡r ❚♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❢⑧✉r ❞✐❡ ❧✐♥❡❛✲
r❡ ❙t❛❜✐❧✐t⑧❛t s❝❤✇❡r❦r❛❢t❣❡tr✐❡❜❡♥❡r ❋✐❧♠str⑧♦♠✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❇❡❞❡✉t✉♥❣❄ ❯♠ ❞✐❡s❡s ❦♦♠♣❧✐③✐❡rt❡
Pr♦❜❧❡♠ ③✉ ✈❡rst❡❤❡♥✱ ✇✉r❞❡♥ ❢⑧✉♥❢ ❚♦♣♦❣r❛♣❤✐❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r ❋♦r♠ ✭③✳❇✳ s✐♥✉s❢⑧♦r♠✐❣ ✉♥❞
r❡❝❤t❡❝❦✐❣✮✱ ❛❜❡r ❣❧❡✐❝❤❡r ❆♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❲❡❧❧❡♥❧⑧❛♥❣❡ ✉♥❞ ◆❡✐❣✉♥❣ ❣❡❣❡♥⑧✉❜❡r ❞❡r ❍♦r✐③♦♥t❛❧❡♥ ❛❧s
▼♦❞❡❧❧ ❢⑧✉r ❞✐❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❆rt❡♥ r❛✉❡r ❙✉❜str❛t❡✱ ❞✐❡ ✐♥ ❞❡♥ ❋✐❧♠str⑧♦♠✉♥❣❡♥ ❞❡r r❡❛❧❡♥ ❲❡❧t
✈♦r❦♦♠♠❡♥ ❦⑧♦♥♥❡♥✱ ❣❡✇⑧❛❤❧t✳ ❋⑧✉r ❥❡❞❡ ❚♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ●r✉♥❞str⑧♦♠✉♥❣ ❞✉r❝❤ ▼❡ss✉♥❣
s♦✇♦❤❧ ❞❡s ❙tr⑧♦♠✉♥❣s❢❡❧❞❡s ❛❧s ❛✉❝❤ ❞❡r ❑♦♥t✉r ❞❡r ❢r❡✐❡♥ ❋❧⑧✉ss✐❣❦❡✐ts♦❜❡r✌⑧❛❝❤❡ ❝❤❛r❛❦t❡r✐✲
s✐❡rt✳ ❊s ❢♦❧❣t❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ③✉r ❧✐♥❡❛r❡♥ ❙t❛❜✐❧✐t⑧❛t ❞❡r ❙tr⑧♦♠✉♥❣✳ ❆✉❢ ❞✐❡s❡ ❲❡✐s❡ ❦♦♥♥t❡♥
❊r❦❡♥♥t♥✐ss❡ ❞❛r⑧✉❜❡r ❡r③✐❡❧t ✇❡r❞❡♥✱ ✇✐❡ ❞✐❡ s♣❡③✐☞s❝❤❡ ❋♦r♠ ❞❡s ❣❡✇❡❧❧t❡♥ ❇♦❞❡♥s s♦✇♦❤❧ ❞✐❡
●r✉♥❞str⑧♦♠✉♥❣ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❙t❛❜✐❧✐t⑧❛t s❝❤✇❡r❦r❛❢t❣❡tr✐❡❜❡♥❡r ❋✐❧♠str⑧♦♠✉♥❣❡♥ ❜❡❡✐♥✲
✌✉ss❡♥ ❦❛♥♥✳ ■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❦♦♥♥t❡ ❢❡st❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ⑧❆♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❞❡r ❚♦♣♦❣r❛♣❤✐❡✲
❢♦r♠ ♥✐❝❤t ❛✉❢ ❞✐❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❙t❛❜✐❧✐t⑧❛t ❞✐❡s❡r ❆rt ✈♦♥ ❙tr⑧♦♠✉♥❣❡♥ ❛✉s✇✐r❦❡♥✱ s♦❧❛♥❣❡ ❞✐❡ st❛t✐♦♥⑧❛r❡
❢r❡✐❡ ❖❜❡r✌⑧❛❝❤❡ ✈♦♥ ❞✐❡s❡♥ ❱❡r⑧❛♥❞❡r✉♥❣❡♥ ✐♠ ❲❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ ✉♥❜❡❡✐♥✌✉sst ❜❧❡✐❜t✳
❉✐❡ ❛♥s❝❤❧✐❡✙❡♥❞❡ P❛r❛♠❡t❡rst✉❞✐❡ ❣✐♥❣ ♥♦❝❤ ❡✐♥❡♥ ❙❝❤r✐tt ✇❡✐t❡r✱ ✉♠ ❞✐❡❥❡♥✐❣❡♥ P❤⑧❛♥♦♠❡♥❡
③✉ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❙t❛❜✐❧✐t⑧❛t ❡✐♥❡r ❋✐❧♠str⑧♦♠✉♥❣ ❜❡st✐♠♠❡♥✳ ❉❛③✉ ✇✉r❞❡♥ ❊①♣❡r✐✲
♠❡♥t❡ ❞✉r❝❤❣❡❢⑧✉❤rt✱ ✐♥ ❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ❜❡❦❛♥♥t❡ ◆✉ss❡❧t✲❙tr⑧♦♠✉♥❣ ⑧✉❜❡r ❡✐♥❡ ✌❛❝❤❡ ❣❡♥❡✐❣t❡ ❊❜❡♥❡
❛s②♠♣t♦t✐s❝❤ ✈❡r❧❛ss❡♥ ✇✉r❞❡✱ ✐♥❞❡♠ ❡♥t✇❡❞❡r ❞✐❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❡✐♥❡s s✐♥✉s❢⑧♦r♠✐❣❡♥ ❇♦❞❡♥s st✉✲
❢❡♥✇❡✐s❡ ❡r❤⑧♦❤t ♦❞❡r ❞✐❡ ❇r❡✐t❡ ❞❡r ❙♣✐t③❡♥ ❡✐♥❡s r❡❝❤t❡❝❦✐❣❡♥ ❇♦❞❡♥s ✈❡rr✐♥❣❡rt ✇✉r❞❡✳ ❊s
❢♦❧❣t❡♥ s②st❡♠❛t✐s❝❤❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❑❛♥❛❧♥❡✐❣✉♥❣✱ ❞❡r ❋❧⑧✉ss✐❣❦❡✐ts✈✐s❦♦s✐t⑧❛t ✉♥❞ ❞❡r ❲❡❧✲
❧❡♥❧⑧❛♥❣❡ ❞❡r ❇♦❞❡♥t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡✳ ❆✉❢ ❞✐❡s❡ ❆rt ✉♥❞ ❲❡✐s❡ ❦❛♠❡♥ ♥✐❝❤t✲tr✐✈✐❛❧❡ ❙t❛❜✐❧✐t⑧❛ts❦❛rt❡♥
✉♥❞ P❤⑧❛♥♦♠❡♥❡ ❛♥s ▲✐❝❤t✱ ❞✐❡ s✐❝❤ st❛r❦ ✈♦♥ ❞❡♥❡♥ ❞❡r ◆✉ss❡❧t✲❙tr⑧♦♠✉♥❣ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❡♥✳ ❯♠
❞✐❡s❡ P❤⑧❛♥♦♠❡♥❡ ③✉ ✈❡rst❡❤❡♥✱ ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❢❡❧❞❡r ❞❡r ③✉❣❡❤⑧♦r✐❣❡♥ st❛t✐♦♥⑧❛r❡♥
❙tr⑧♦♠✉♥❣❡♥ ❣❡♠❡ss❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡s❡♥ ✉♠❢❛ss❡♥❞❡♥ ❆♥s❛t③ ❦♦♥♥t❡ ❜❡❧❡❣t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❦♦♠✲
♣❧❡①❡ ❋♦r♠✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❙t❛❜✐❧✐t⑧❛ts❦❛rt❡♥ ✈♦♥ ❋✐❧♠str⑧♦♠✉♥❣❡♥ ⑧✉❜❡r ❣❡♥❡✐❣t❡♥ ❚♦♣♦❣r❛♣❤✐❡♥
❛✉❢✇❡✐s❡♥✱ ❛✉❢ ❞❛s ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣❡ ❱♦r❤❛♥❞❡♥s❡✐♥ st❛❜✐❧✐s✐❡r❡♥❞❡r ✉♥❞ ❞❡st❛❜✐❧✐s✐❡r❡♥❞❡r ❚♦♣♦❣r❛✲
♣❤✐❡❡☛❡❦t❡ ③✉r⑧✉❝❦③✉❢⑧✉❤r❡♥ ✐st✳ ❉✐❡ ❙t❛❜✐❧✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❙tr⑧♦♠✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❡r❤⑧♦❤t❡ ❋✐❧♠❞✐❝❦❡
✉♥❞ ✐❤r❡ ❉❡st❛❜✐❧✐s✐❡r✉♥❣ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❘❡s♦♥❛♥③ ❞❡r ❙tr⑧♦♠✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠ ❣❡✇❡❧❧t❡♥ ❇♦❞❡♥ ❡r✲
✇✐❡s❡♥ s✐❝❤ ❛❧s ❦♦♥❦✉rr✐❡r❡♥❞❡ ❊☛❡❦t❡✳ ❲❡❧❝❤❡r ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❊☛❡❦t❡ ❞♦♠✐♥✐❡rt✱ ❤⑧❛♥❣t ♣r✐♠⑧❛r ✈♦♥
❞❡r ❆♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❙♣✐t③❡♥❜r❡✐t❡✱ ❲❡❧❧❡♥❧⑧❛♥❣❡ ✉♥❞ ◆❡✐❣✉♥❣ ❞❡s ❣❡✇❡❧❧t❡♥ ❇♦❞❡♥s s♦✇✐❡ ✈♦♥ ❞❡r
❱✐s❦♦s✐t⑧❛t ❞❡r ❋❧⑧✉ss✐❣❦❡✐t ❛❜✳
❇❡✐ ❞❡♥ ♦❜❡♥ ❣❡♥❛♥♥t❡♥ s②st❡♠❛t✐s❝❤❡♥ P❛r❛♠❡t❡r✈❛r✐❛t✐♦♥❡♥ ❦♦♥♥t❡ ❡✐♥ ❍✐♥✲ ✉♥❞ ❍❡rs❝❤❛❧✲
t❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❆rt❡♥ ✈♦♥ ❙t❛❜✐❧✐t⑧❛ts✐♥s❡❧♥✱ ❞✳❤✳ ③✇✐s❝❤❡♥ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ st❛❜✐❧❡♥
✉♥❞ ✐♥st❛❜✐❧❡♥ ❇❡r❡✐❝❤❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❙t❛❜✐❧✐t⑧❛ts❦❛rt❡♥✱ ♥❛❝❤❣❡✇✐❡s❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❆rt
❞❡r ❛❜r✉♣t❡♥ ⑧❆♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❙t❛❜✐❧✐t⑧❛t ❞❡r ❢r❡✐❡♥ ❖❜❡r✌⑧❛❝❤❡ ❦♦♥♥t❡ ❜❡✐ ❞❡r ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❥❡❞❡s
✉♥t❡rs✉❝❤t❡♥ ❙②st❡♠♣❛r❛♠❡t❡rs ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✱ ✇❛s ③✉ ❡✐♥❡r ✇❡✐t❡r❡♥ ✐♥t❡r❡ss❛♥t❡♥ ❋r❛✲
❣❡ ❢⑧✉❤rt❡✿ ●✐❜t ❡s ❡✐♥ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡s Pr✐♥③✐♣✱ ❞❛s ❞✐❡ ♣❛r❛♠❡tr✐s❝❤❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ❧✐♥❡❛r❡♥
❙t❛❜✐❧✐t⑧❛ts❦❛rt❡ ❡✐♥❡r ❋✐❧♠str⑧♦♠✉♥❣ ❢⑧✉r ❞✐❡ ❱❡r⑧❛♥❞❡r✉♥❣ ♠❡❤r❡r❡r ❙②st❡♠♣❛r❛♠❡t❡r ❣❧❡✐❝❤❡r✲
♠❛✙❡♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜t❄ ❩✉r ❇❡❛♥t✇♦rt✉♥❣ ❞✐❡s❡r ❋r❛❣❡ ✇✉r❞❡♥ ❛❧❧❡ ✐♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ✈❡r❢⑧✉❣❜❛r❡♥
❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ✉♥❞ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❙t❛❜✐❧✐t⑧❛ts❦❛rt❡♥ ❣❡s✐❝❤t❡t✳ ❉✐❡ ♥❡✉ ❞✉r❝❤❣❡❢⑧✉❤rt❡♥ ❊①♣❡r✐✲
♠❡♥t❡ ❞✐❡♥t❡♥ ❛✉ss❝❤❧✐❡✙❧✐❝❤ ❞❛③✉✱ ❞✐❡ ✈❡r❜❧❡✐❜❡♥❞❡♥ ▲⑧✉❝❦❡♥ ❞❡s ❦♦♠❜✐♥✐❡rt❡♥ P❛r❛♠❡t❡rr❛✉♠s
③✉ s❝❤❧✐❡✙❡♥✳ ❊s ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ ❱✐s❦♦s✐t⑧❛t ❞❡r ❋❧⑧✉ss✐❣❦❡✐t s♦✇✐❡ ❞✐❡ s♣❡③✐☞s❝❤❡ ❋♦r♠✱ ❆♠♣❧✐t✉❞❡✱
❲❡❧❧❡♥❧⑧❛♥❣❡✱ ❙♣✐t③❡♥❜r❡✐t❡ ✉♥❞ ◆❡✐❣✉♥❣ ❞❡s ❇♦❞❡♥s ✈❛r✐✐❡rt✳ ❆✉❢ ❞✐❡s❡ ❆rt ✉♥❞ ❲❡✐s❡ ❦♦♥♥✲
t❡♥ s❡❝❤s ❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡ ▼✉st❡r ✈♦♥ ❙t❛❜✐❧✐t⑧❛ts❦❛rt❡♥ ✐❞❡♥t✐☞③✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ✐❤r❡r ●❡✲
s❛♠t❤❡✐t ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ s✐♥❞✱ ✉♠ ❛❧❧❡ ✈❡r❢⑧✉❣❜❛r❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❙t❛❜✐❧✐t⑧❛ts❦❛rt❡♥ ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡r
◆❡✇t♦♥s❝❤❡r ❋✐❧♠str⑧♦♠✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ s❝❤✇❡r❦r❛❢t❣❡tr✐❡❜❡♥ ⑧✉❜❡r ❣❡✇❡❧❧t❡ ❇⑧♦❞❡♥ ✌✐❡✙❡♥✱ ❡✐♥❤❡✐t✲
✽
❧✐❝❤ ③✉ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❊s ✇✉r❞❡ ♥✐❝❤t ❡✐♥ ❡✐♥③✐❣❡s ●❡❣❡♥❜❡✐s♣✐❡❧ ❣❡❢✉♥❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡s ♥✐❝❤t ❞✉r❝❤
❡✐♥❡s ❞✐❡s❡r s❡❝❤s ▼✉st❡r ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥ ❦♦♥♥t❡✳ ❆✉❢ ❞❡r ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❞✐❡s❡r ▼✉st❡r ✇✉r❞❡
❡✐♥ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧ ❣⑧✉❧t✐❣❡r P❢❛❞ ④ ❞❡r ❙t❛❜✐❧✐t⑧❛ts③②❦❧✉s ④ ❡♥t❞❡❝❦t✱ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡ss❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❧✐♥❡❛r❡♥
❙t❛❜✐❧✐t⑧❛ts❦❛rt❡♥ ❛❧❧❡r ✉♥t❡rs✉❝❤t❡♥ ❋✐❧♠str⑧♦♠✉♥❣❡♥ ❡♥t✇✐❝❦❡❧♥✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞✐❡s❡r
❆r❜❡✐t ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ❙②st❡♠♣❛r❛♠❡t❡r ❣❡⑧❛♥❞❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ❞❡s ❙t❛✲
❜✐❧✐t⑧❛ts③②❦❧✉s ❧✐❡❣t ❛✉❢ ❞❡r ❍❛♥❞✱ ❞❡♥♥ ❡r ✐st ❡✐♥ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡r ▲❡✐t❢❛❞❡♥ ❞❛❢⑧✉r✱ ✇✐❡ ❞✐❡ ❧✐♥❡❛r❡
❙t❛❜✐❧✐t⑧❛t ✈✐s❦♦s❡r ❋✐❧♠❡ ❞❡r❛rt ♠♦❞✐☞③✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞❛ss s✐❡ ❞❡♥ ❆♥❢♦r❞❡r✉♥❣❡♥ ❞❡r ❥❡✲
✇❡✐❧✐❣❡♥ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳
❉✐❡ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ♥❛❝❤❣❡✇✐❡s❡♥❡♥ ❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡♥ ❙t❛❜✐❧✐t⑧❛ts❦❛rt❡♥♠✉st❡r ✉♥❞
❞❡r ❙t❛❜✐❧✐t⑧❛ts③②❦❧✉s ❣❡❧t❡♥ ❢⑧✉r ❛❧❧❡ ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ❋✐❧♠str⑧♦♠✉♥❣❡♥✱ ❞❡r❡♥
❢r❡✐❡ ❖❜❡r✌⑧❛❝❤❡ ❞✉r❝❤ ❧✐♥❡❛r❡ ❲❡❧❧❡♥ ❣❡st⑧♦rt ✇✐r❞ ✉♥❞ ❞✐❡ ⑧✉❜❡r ♣❡r✐♦❞✐s❝❤ ❣❡✇❡❧❧t❡✱ ❣❡♥❡✐❣t❡
❇⑧♦❞❡♥ ✌✐❡✙❡♥✳ ❊s ❣✐❜t ❦❡✐♥❡r❧❡✐ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ❞✐❡s❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ●⑧✉❧t✐❣❦❡✐t ✇✐❞❡r❧❡❣❡♥✳ ❉❡♥✲
♥♦❝❤ ❜❧❡✐❜t ❞✐❡ ❋r❛❣❡ ♦☛❡♥✱ ♦❜ ⑧❛❤♥❧✐❝❤❡ P❤⑧❛♥♦♠❡♥❡ ❛✉❝❤ ❢⑧✉r ❛♥❞❡r❡ ❙②st❡♠❡✱ ✇✐❡ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡
♥✐❝❤t✲◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ❋❧⑧✉ss✐❣❦❡✐t❡♥✱ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ❲❡❧❧❡♥ ♦❞❡r ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ❑❛♥❛❧str⑧♦♠✉♥❣❡♥
♠✐t ❙❡✐t❡♥✇⑧❛♥❞❡♥✱ ❣❡❢✉♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦⑧♦♥♥❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❦✉r③❡ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❞✐❡s❡r ❞r❡✐ ❜❡✐s♣✐❡❧✲
❤❛❢t❡♥ ❙②st❡♠❡ ❣❡❤t ❞✐❡ ❤✐❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡ ❆r❜❡✐t ⑧✉❜❡r ❞✐❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❙t❛❜✐❧✐t⑧❛t ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡r
◆❡✇t♦♥s❝❤❡r ❋✐❧♠❡ ❤✐♥❛✉s✳ ◆❡✉❡ P❤⑧❛♥♦♠❡♥❡ ✇✉r❞❡♥ ✐♥ ❞❡♥ st❛t✐♦♥⑧❛r❡♥ ❙tr⑧♦♠✉♥❣❡♥ ❡♥t❞❡❝❦t
✉♥❞ ❞❡r❡♥ ♠⑧♦❣❧✐❝❤❡r ❊✐♥✌✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ❙t❛❜✐❧✐t⑧❛t ❞❡r ❙tr⑧♦♠✉♥❣ ✇✉r❞❡ ❦✉r③ ❞✐s❦✉t✐❡rt✳ ❖❜✇♦❤❧
❡✐♥❡ t✐❡❢❡r❣❡❤❡♥❞❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞✐❡s❡r ❙②st❡♠❡ ⑧✉❜❡r ❞❡♥ ❘❛❤♠❡♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❤✐♥❛✉s❣❡❤❡♥
✇⑧✉r❞❡✱ ❞❡✉t❡♥ ❛❧❧❡ ❜✐s❤❡r✐❣❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❛r❛✉❢ ❤✐♥✱ ❞❛ss s♦✇♦❤❧ ❞✐❡ ❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡♥ ❙t❛❜✐✲
❧✐t⑧❛ts❦❛rt❡♥♠✉st❡r ❛❧s ❛✉❝❤ ❞❡r ❙t❛❜✐❧✐t⑧❛ts③②❦❧✉s ❜✐s ③✉ ❡✐♥❡♠ ❣❡✇✐ss❡♥ ●r❛❞ ⑧✉❜❡r ❞✐❡ ❧✐♥❡❛r❡
❙t❛❜✐❧✐t⑧❛t ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡r ◆❡✇t♦♥s❝❤❡r ❋✐❧♠str⑧♦♠✉♥❣❡♥ ❤✐♥❛✉s ●⑧✉❧t✐❣❦❡✐t ❜❡s✐t③❡♥✳
✾
✶✵
❈♦♥t❡♥ts
❏♦✉r♥❛❧ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✸
❆❜str❛❝t ✺
❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣ ✼
✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✿ ❋r♦♠ ❝r❡❡♣✐♥❣ ✌♦✇ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠s ♦✈❡r t♦♣♦❣r❛♣❤② ✶✸
✶✳✶✳ ❈r❡❡♣✐♥❣ ☞❧♠ ✌♦✇ ❛♥❞ ☞❧♠s ✐♥ ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸
✶✳✶✳✶✳ ❚✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✌♦✇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹
✶✳✶✳✷✳ ❚❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✌♦✇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻
✶✳✷✳ ■♥❡rt✐❛❧ ✌♦✇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽
✶✳✷✳✶✳ ❚✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✌♦✇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽
✶✳✷✳✷✳ ❚❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✌♦✇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹
✶✳✷✳✸✳ ■♥❡rt✐❛❧ ✌♦✇ ✇✐t❤ s✐❞❡✇❛❧❧s ❛s ❜♦✉♥❞✐♥❣ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
✶✳✸✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾
✶✳✹✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠ ✌♦✇s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶
✶✳✹✳✶✳ ❆ ❜r✐❡❢ r❡✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠s ♦✈❡r ✌❛t ✐♥❝❧✐♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶
✶✳✹✳✷✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠s ♦✈❡r ✉♥❞✉❧❛t❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹
✶✳✹✳✸✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠s ✇✐t❤ s✐❞❡✇❛❧❧s ❛s ❜♦✉♥❞✐♥❣ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵
✷✳ ❙❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✹✸
✸✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s②st❡♠s ❛♥❞ s❡t✉♣s ✹✺
✸✳✶✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺
✸✳✶✳✶✳ ▲✐q✉✐❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺
✸✳✶✳✷✳ ❋❧♦✇ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺
✸✳✶✳✸✳ ❚♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼
✸✳✶✳✹✳ ❚r❛❝❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ❞②❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼
✸✳✷✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽
✸✳✷✳✶✳ ❋❧♦✇ r❛t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽
✸✳✷✳✷✳ ❋r❡❡ s✉r❢❛❝❡ s❤❛♣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾
✸✳✷✳✸✳ ❋❧♦✇ ☞❡❧❞ str✉❝t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶
✸✳✷✳✹✳ ▲✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹
✹✳ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✺✼
✹✳✶✳ ❉♦❡s t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② s❤❛♣❡ ♠❛tt❡r ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r ✌♦✇ st❛❜✐❧✐t②❄ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼
✹✳✶✳✶✳ ▼❡❛s✉r❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼
✹✳✶✳✷✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❜❛s✐❝ ✌♦✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽
✹✳✶✳✸✳ P❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾
✹✳✶✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶
✹✳✷✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❢❛r ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ◆✉ss❡❧t ✌♦✇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷
✹✳✷✳✶✳ ▼❡❛s✉r❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷
✶✶
❈♦♥t❡♥ts
✹✳✷✳✷✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷
✹✳✷✳✸✳ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ✌♦✇ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽
✹✳✷✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷
✹✳✸✳ P❛tt❡r♥s ❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣❛t❤✇❛② ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹
✹✳✸✳✶✳ P❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹
✹✳✸✳✷✳ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺
✹✳✸✳✸✳ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐☛❡r❡♥t ♣❛tt❡r♥s ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺
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✺✳ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✾✸
❆✳ ❆❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s②st❡♠s ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ✾✼
▲✐st ♦❢ ❙②♠❜♦❧s ✶✵✼
▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✶✶✶
▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s ✶✶✹
❘❡❢❡r❡♥❝❡s ✶✶✺
✶✷
✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✿ ❋r♦♠ ❝r❡❡♣✐♥❣ ✌♦✇ t♦ t❤❡
❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠s ♦✈❡r t♦♣♦❣r❛♣❤②
❲❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r ☞❧♠ ✌♦✇s ✐♥ ♦✉r ❡✈❡r②❞❛② ❧✐❢❡ ❛s ❞r♦♣s✱ ❜✉❜❜❧❡s✱ ♣❡❛r❧s✱ ❛♥❞ ✇❛✈❡s ❬✶❪✱ ✐♥ ♦✉r
❜♦❞✐❡s ❛s t❡❛r ☞❧♠ ❬✷❪✱ ✐♥ ♥❛t✉r❡ ❛s ❛✈❛❧❛♥❝❤❡s ❬✸❪✱ ❛♥❞ ✐♥ ♠♦✈✐♥❣ ❣❧❛❝✐❡rs ❬✹❪ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ ❜✐♦t❡❝❤✲
♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ ❜✐♦☞❧♠ ❣r♦✇t❤ ❬✺❪ t♦ ♥❛♠❡ ❛ ❢❡✇ ♣r♦♠✐♥❡♥t ❡①❛♠♣❧❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
☞❧♠ ✌♦✇s ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✲t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r ❬✻❪ ❛♥❞
❝♦❛t✐♥❣ ❬✼✱✽❪✱ ✇❤❡r❡ ❛❧s♦ ❜♦✉♥❞❛r② ❡☛❡❝ts ❝❛✉s❡❞ ❜② s✐❞❡✇❛❧❧s ❛r❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st ❬✾❪✳ ❋♦r
t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛ s♦✉♥❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥
☞❧♠s ✐s ♥❡❡❞❡❞✳
■♥ t❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝t♦r② ❈❤❛♣t❡r ✶✱ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❜♦❞② ♦❢ ♣r❡❝❡❞❡♥t ♣❛♣❡rs ♦♥ t❤❡ ❡☛❡❝ts ♦❢ t♦♣♦❣r❛♣❤②
❛♥❞ ✐♥❡rt✐❛ ♦♥ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ☞❧♠ ✌♦✇s ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ ④ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡
❝r❡❡♣✐♥❣ ✌♦✇ ❛♥❞ ❣♦✐♥❣ ✉♣ t♦ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✌♦✇ ♦✈❡r t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ❋✐♥❣❡r✐♥❣ ❛♥❞ s♣r❡❛❞✐♥❣✱
♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✌✉✐❞s✱ ❤❡❛t❡❞ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛✱ ♠✉❧t✐❧❛②❡r s②st❡♠s✱ ❛♥❞ s✉r❢❛❝t❛♥ts
❛r❡ ❡①❝❧✉❞❡❞✱ ✐✳❡✳ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ t♦♣✐❝✳ ●r❛✈✐t② ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❞r✐✈✐♥❣
❢♦r❝❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❝❡♥tr✐❢✉❣❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❢♦r❝❡s ❛r❡ ❧❡❢t ❛s✐❞❡✳ ❲✐t❤ ♦♥❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥✱
t❤❡ ❛✉t❤♦r r❡❢r❛✐♥s ❢r♦♠ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ ☞❧♠ ✌♦✇s ♦✈❡r ✌❛t ✐♥❝❧✐♥❡s ✇✐t❤♦✉t s✐❞❡✇❛❧❧s✱ ❛s t❤❡✐r
❞②♥❛♠✐❝s ✇❛s ❢r❡q✉❡♥t❧② r❡✈✐❡✇❡❞✱ ❡✳❣✳✱ ✐♥ t❤❡ ❘❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✶✵④✶✷❪✳ ❚❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ✐s t❤❡ s❡♠✐♥❛❧
✇♦r❦ ♦❢ ❲✐❧❤❡❧♠ ◆✉ss❡❧t ❬✶✸❪✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐ts st❛❜✐❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ♦♣❡♥❡❞ ✉♣ t❤✐s ☞❡❧❞ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤✳
◆✉ss❡❧t ✉♥✈❡✐❧❡❞ t❤❛t ❛ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✇❛t❡r ✌♦✇ ❞♦✇♥ ❛ ✌❛t ✐♥❝❧✐♥❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ✈❡❧♦❝✐t②
♣r♦☞❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s②st❡♠s ❛ st❡❛❞②✲st❛t❡ ◆✉ss❡❧t ✌♦✇ ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s
♣r❡s❡♥t✳ ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ♦❢ ❜♦✉♥❞✐♥❣ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ ✐♥❡rt✐❛ ❛☛❡❝ts ❣r❛✈✐t②✲
❞r✐✈❡♥ ☞❧♠s ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝t♦r② ❈❤❛♣t❡r ✶✱ ✇❤✐❝❤ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✧❋✐❧♠s
♦✈❡r t♦♣♦❣r❛♣❤②✿ ❢r♦♠ ❝r❡❡♣✐♥❣ ✌♦✇ t♦ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡♦r②✱ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❛ r❡✈✐❡✇✧ ❢r♦♠
❆❦s❡❧ ❛♥❞ ❙❝❤⑧♦r♥❡r ❬✶✹❪✳
❚♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛♣❡rs✱ t❤❡ ❛✉t❤♦r st✐❝❦s t♦ t❤❡✐r ♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t
❈❤❛♣t❡r ✶ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♥♦t ❞❡☞♥❡❞
✉♥✐❢♦r♠❧② ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ s✉❜str❛t❡s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ♦♥❡✲ ♦r t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡☞♥✐♥❣ t❤❡✐r ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤❡ ✌♦✇ ♦✈❡r ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
t♦♣♦❣r❛♣❤② ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱ t❤♦✉❣❤ ✐ts ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♠❛② ❧❡❛❞
t♦ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛tt❡r♥s✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ✌♦✇ ♦✈❡r t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✐s
✐♥❤❡r❡♥t❧② t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✳
✶✳✶✳ ❈r❡❡♣✐♥❣ ☞❧♠ ✌♦✇ ❛♥❞ ☞❧♠s ✐♥ ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❚❤❡ ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s
❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ❛ s✐♠♣❧✐☞❡❞ s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ♦❢t❡♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
♣❛rt✐❛❧ ❞✐☛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ☞❧♠ ❬✶✵❪✳ ❚❤❡
✉♥❦♥♦✇♥ ✌✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛r❡ t❤❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✈✐❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❛t ❞✐☛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✶✵❪✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢❛✐❧s ♣r❡❝✐s❡❧② ❛t s❤❛r♣
❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ ♠✉st ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❝r❡❡♣✐♥❣ ☞❧♠s✱ t❤❡r❡ ❬✶✷❪✳ ❋♦r
✶✸
✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✿ ❋r♦♠ ❝r❡❡♣✐♥❣ ✌♦✇ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠s ♦✈❡r t♦♣♦❣r❛♣❤②
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✳✿ ❋r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♣r♦☞❧❡s ❍✭①✮ ❂ ❤✭①✮✰❙✭①✮ ❢♦r t❤❡ st❡♣✲❞♦✇♥ ✭❛✮ ❛♥❞ t❤❡ st❡♣✲✉♣ ✭❜✮ ❢♦r t❤❡ ✇❛❧❧ st❡❡♣♥❡ss
✍ ❂ ✵✳✵✵✶ ❛♥❞ ❞✐☛❡r❡♥t ❞❡♣t❤s ❉✳ ◆♦t❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② r✐❞❣❡ r✐❣❤t ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❡♥tr❛♥❝❡ t♦ t❤❡ st❡♣✲❞♦✇♥
❛♥❞ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② ❞❡♣r❡ss✐♦♥ r❡❣✐♦♥ r✐❣❤t ❜❡❢♦r❡ t❤❡ st❡♣✲✉♣✳ ❚❤❡✐r ❤❡✐❣❤t ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s ❉ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss
❧❡♥❣t❤ ✐♥ str❡❛♠✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ① ❂ ①❄❂❧ ✱ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② s❝❛❧❡ ✐s ❧ ❂ ❤✵❂❈❛
✶❂✸✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❧♦❝❛❧ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss
✐s ❤✭①✮ ❂ ❤❄✭①✮❂❤✵✱ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② ♥✉♠❜❡r ✐s ❈❛ ❂ ✖❯❂✛✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❯ ❂ ✚❣ s✐♥☛❤
✷
✵❂✖✱ t❤❡ ☞❧♠
t❤✐❝❦♥❡ss ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✐s ❤✵✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss t♦♣♦❣r❛♣❤② s❤❛♣❡ ✐s ❙ ❂ ❙
❄❂❤✵✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ✇❛❧❧ st❡❡♣♥❡ss
✐s ✍ ❂ ✍❄❂❧ ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss st❡♣ ❞❡♣t❤ ✐s ❉ ❂ ❉❄❂❧ ✳ ❚❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜②
st❛rs ✭❄✮✳ ❚❤❡ ✌✉✐❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✚✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② ✖ ❛♥❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ✛✳ ▼♦❞✐☞❡❞ ❛♥❞
r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❑❛❧❧✐❛❞❛s✐s ❡t ❛❧✳ ❬✶✻❪✳ ❝✌ ❆■P P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳
❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝r❡❡♣✐♥❣ ✌♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♣❧❡❛s❡ s❡❡ ❙♣✉r❦
❛♥❞ ❆❦s❡❧ ❬✶✺❪✳ ❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ❝r❡❡♣✐♥❣ ☞❧♠ ✌♦✇ ❛♥❞ ☞❧♠s ✐♥ ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛r❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳
✶✳✶✳✶✳ ❚✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✌♦✇
❑❛❧❧✐❛❞❛s✐s ❡t ❛❧✳ ❬✶✻✱ ✶✼❪ ✉s❡❞ t❤❡ ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥ t❤❡♦r② t♦ st✉❞② t❤❡ ✌♦✇ ♦❢ ❛ t❤✐♥ ☞❧♠ ♦✈❡r ❛
tr❡♥❝❤✱ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡✳ ❚❤❡② ❢♦✉♥❞ t❤❛t
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ☞❧♠ ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡♣t❤✱ t❤❡ ✇✐❞t❤✱ ❛♥❞ t❤❡ st❡❡♣♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡✳
❚❤❡② s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ r✐❞❣❡ r✐❣❤t ❜❡❢♦r❡ ❛ st❡♣✲❞♦✇♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶❛✮
❛♥❞ ❛ ❞❡♣r❡ss✐♦♥ r❡❣✐♦♥ r✐❣❤t ❜❡❢♦r❡ ❛ st❡♣✲✉♣ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶❜✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss
❛❧✇❛②s ❜❡✐♥❣ ❧♦❝❛t❡❞ ♥❡❛r t❤❡ ❝♦♥❝❛✈❡ ❝♦r♥❡r ♦❢ t❤❡ ♣r♦☞❧❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡② ✐❞❡♥t✐☞❡❞ t❤❡
❝❛♣✐❧❧❛r② r✐❞❣❡ t♦ ❜❡ ❛ ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡☛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥❞✉❝❡❞ ❜②
t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❝✉r✈❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✇♦r❦ ❜② ▼❛③♦✉❝❤✐ ❛♥❞ ❍♦♠s② ❬✶✽❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✐❞❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② ♥✉♠❜❡r
❛♥❞ t❤❡ st❡♣ ❞❡♣t❤✳ ❚❤❡ ❡☛❡❝t ♦❢ ❝❛♣✐❧❧❛r✐t② ❛♥❞ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ♦♥ ❛ ☞❧♠ ✌♦✇ ♦✈❡r ❛♥ ✐♥❝❧✐♥❡❞
♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❡❞❣❡ ✇❛s st✉❞✐❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❜② ❆❦s❡❧ ❬✶✾❪✳ ❍❡
s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❝❛♣✐❧❧❛r② ❢♦r❝❡s ❝❛✉s❡ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ r✐❞❣❡ ❜❡❢♦r❡ ❛ ❞♦✇♥✇❛r❞s
❡❞❣❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❤❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥✌✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r✐t② ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ❣❛✈❡ r✐s❡ t♦ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❍❡✐♥✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵❪✳ ●❛s❦❡❧❧
❡t ❛❧✳ ❬✷✶❪ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤✐♥ ☞❧♠ ✌♦✇ ♦✈❡r ♦♥❡✲ ❛♥❞ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✷✮ ❧♦❝❛❧✐③❡❞
t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ☞♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠✉❧t✐❣r✐❞
☞♥✐t❡ ❞✐☛❡r❡♥❝❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✱ ❙t♦❦❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✌♦✇ ♦✈❡r ❛
✇✐❞❡ tr❡♥❝❤ ✇❡r❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ✐♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ ▼❛③♦✉❝❤✐ ❛♥❞ ❍♦♠s② ❬✶✽❪✱
❛♥❞ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s s♦❧✉t✐♦♥s r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡☛❡❝t ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✐s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡
t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✬❜♦✇ ✇❛✈❡✳✬ ❚❤❡ ❡☛❡❝ts ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ✇✐❧❧ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳
✶✹
✶✳✶✳ ❈r❡❡♣✐♥❣ ☞❧♠ ✌♦✇ ❛♥❞ ☞❧♠s ✐♥ ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✳✿ ✭❛✮ Pr✐♠❛r② ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❛r② ✈♦rt❡① ♦❢ ❛ ☞❧♠ ✌♦✇ ✇✐t❤ ✇❛✈✐♥❡ss ❛ ❂ ✾✙❂✶✵ ✙ ✷✳✽✸✱ ♠❡❛♥ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss
❤ ❂ ✵✳✽✾✱ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ☛ ❂ ✹✺✍ ❛♥❞ ❝❛♣✐❧❧❛r② ♥✉♠❜❡r ❈❛ ❂ ✶✳✻✳ ❚❤❡ ✇❛✈✐♥❡ss ✐s ❛ ❂ ✷✙❆❂✕✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
t♦♣♦❣r❛♣❤② ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ❆✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✐s ✕✱ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② ♥✉♠❜❡r ✐s ❈❛ ❂ ✑❯❂✛✱ t❤❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❯ ❂ ✚❣✕✷ s✐♥☛❂✭✽✙✷✑✮✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ✐s ❍✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ♠❡❛♥
☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ✐s ❤ ❂ ✷✙❍❂✕✳ ❚❤❡ ✌✉✐❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✚✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② ✑ ❛♥❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥
✛✳ ❘❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❙❝❤♦❧❧❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✸❪✳ ❝✌ ❙♣r✐♥❣❡r ◆❛t✉r❡✳ ✭❜✮ ❙✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r②
✈♦rt❡① ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ♣❡❛❦✲♣❡❛❦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ✈♦rt❡①
❝♦r❡ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ s❡♣❛r❛tr✐① t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ tr♦✉❣❤ ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛s ❝✐r❝❧❡s ❛♥❞ sq✉❛r❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❬✷✼❪
❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ☞❧❧❡❞ s②♠❜♦❧s✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✷✻❪ ❜② ♦♣❡♥ s②♠❜♦❧s✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ✈♦rt❡①
✇❡r❡ ❛❞❞❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✻❪✳ ▼♦❞✐☞❡❞ ❛♥❞ r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ◆❣✉②❡♥ ❛♥❞ ❇♦♥t♦③♦❣❧♦✉ ❬✷✼❪✳ ❝✌ ❆■P P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳
❲❛♥❣ ❬✷✷❪ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② st✉❞✐❡❞ ❛ ❧✐q✉✐❞ ☞❧♠ ✌♦✇✐♥❣ s❧♦✇❧② ❞♦✇♥ ❛ ✇❛✈② ✐♥❝❧✐♥❡✳ ❍❡ ❢♦✉♥❞
t❤❛t t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡♣❡♥❞✱ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♠❛♥♥❡r✱ ♦♥
t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈② str✐❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ☞❧♠
t❤✐❝❦♥❡ss ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❤❛♥❞ ✐♥ ❤❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛✈✐♥❡ss ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱
✇❛s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ◆✉ss❡❧t ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❬✷✸❪✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❡❞❞✐❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞
✐♥ t❤❡ ✈❛❧❧❡②s ♦❢ r✐❜❧❡ts ❛❝t ❧✐❦❡ ✌✉✐❞✐❝ r♦❧❧❡r ❜❡❛r✐♥❣s ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ❙❝❤♦❧❧❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✹❪
✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❤♦❧♦♠♦r♣❤②✱ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❬✷✸❪✳ ❚❤❡② ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
☞❧♠ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡♣♦rt❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✌✉✐❞✐❝ r♦❧❧❡r ❜❡❛r✐♥❣s ♠❛② ❝❛✉s❡ ❛ s♠❛❧❧ ❞r❛❣
r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ ❝r❡❡♣✐♥❣ ☞❧♠s✳
❇❡s✐❞❡s t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✱ ♣❡r✐♦❞✐❝ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ❛❧s♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ☞❡❧❞ ♦❢ ❛ ☞❧♠ ✌♦✇✳ ❋♦r
t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❙t♦❦❡s ✌♦✇ ♦❢ ❛ ❧✐q✉✐❞ ☞❧♠ ❛❧♦♥❣ ❛♥ ✉♥❞✉❧❛t❡❞ ✐♥❝❧✐♥❡✱ P♦③r✐❦✐❞✐s ❬✷✺❪ ♣r❡s❡♥t❡❞
❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ st✉❞② ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ❚❤❡ ❡☛❡❝ts ♦❢ s✉❜str❛t❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡✱ ✌♦✇ r❛t❡✱ ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❯s✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛❧
❜♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞ ❤❡ r❡♣♦rt❡❞ ♦♥ ✌♦✇ r❡✈❡rs❛❧ ✐♥ t❤❡ tr♦✉❣❤s ♦❢ ❞✐☛❡r❡♥t s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s
✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛rs ✇❤❡♥ ❛ s✉✍❝✐❡♥t❧② t❤✐❝❦ ☞❧♠ ✌♦✇s ♦✈❡r st❡❡♣ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❜②
❲✐❡rs❝❤❡♠ ❡t ❛❧✳ ❬✷✻❪✱ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② ❙❝❤♦❧❧❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✸❪ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝s ❜② ◆❣✉②❡♥
❛♥❞ ❇♦♥t♦③♦❣❧♦✉ ❬✷✼❪ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤✐s ✌♦✇ r❡✈❡rs❛❧ ✐♥ ❝r❡❡♣✐♥❣ ☞❧♠s ♦✈❡r str♦♥❣❧② ✉♥❞✉❧❛t❡❞✱
❤❛r♠♦♥✐❝ ❜♦tt♦♠ ♣r♦☞❧❡s✳ ❚❤❡ ❘❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✷✸✱ ✷✻✱ ✷✼❪ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡
❝r❡sts ❛♥❞ t❤❡ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❛r❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✈♦rt✐❝❡s ✐♥ t❤❡ tr♦✉❣❤s✳ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❡❞❞✐❡s ✇❡r❡ r❡♣♦rt❡❞ t♦ ❢♦r♠ ✐❢ t❤❡ ❝r❡sts ✇❡r❡ s✉✍❝✐❡♥t❧②
❞❡❡♣ ❛♥❞ s❤❛r♣ ❬✷✸❪ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✮✳ ■♥ ☞❧♠s ♦✈❡r ✉♥❞✉❧❛t❡❞ s✉❜str❛t❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ r❛❞✐✉s
♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡❞❞②✳ ❚❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝r❡sts✱ t❤❡✐r r❛❞✐✉s
♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❛r❡ ☞♥✐t❡ ❛♥❞ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ ✌♦✇
♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s ❧✐♠✐ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥❞✉❝❡❞ ❡❞❞✐❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡
✌♦✇s ♦✈❡r t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s t♦ ❛ ☞♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ❛s ✐t ♣r♦❤✐❜✐ts s✐♠✐❧❛r✐t② s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❡❞❞✐❡s
❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ☞❧♠s ♦✈❡r t♦♣♦❣r❛♣❤② ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ❜✉t ♥♦t ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✇✐t❤ ▼♦☛❛tt ❡❞❞✐❡s ❬✷✽❪✳
✶✺
✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✿ ❋r♦♠ ❝r❡❡♣✐♥❣ ✌♦✇ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠s ♦✈❡r t♦♣♦❣r❛♣❤②
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✳✿ ❋❧♦✇ ♦❢ ❛ t❤✐♥ ✇❛t❡r ☞❧♠ ♦✈❡r sq✉❛r❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ✇✐t❤ ✇ ❂ ✶✳✺✹✱ ❆ ❂ ✶✱ ❛♥❞ ❥s✵❥ ❂ ✵✳✷✺✳ ■♥ t❤❡
t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈✐❡✇s✱ t❤❡ ✌♦✇ ✐s ❢r♦♠ ❜♦tt♦♠✲❧❡❢t t♦ t♦♣✲r✐❣❤t✿ ✭❛✮ tr❡♥❝❤❀ ✭❜✮ ♣❡❛❦✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ♣❧♦ts✱ t❤❡
✌♦✇ ✐s ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs s❤♦✇ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❤❡✐❣❤t✳ ❈♦♥t♦✉r ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ ✐♥
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❜✉t ♦♣♣♦s✐t❡ ✐♥ s✐❣♥✿ ✭❝✮ tr❡♥❝❤❀ ✭❞✮ ♣❡❛❦✳ ❚❤❡ ❝r♦ss❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②
❛♥❞ t❤❡ ❛rr♦✇ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇✳ ❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❧❡♥❣t❤
▲❚ ✐♥ ❳ ✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ s♣❛♥ ✇✐❞t❤ ❲❚ ✐♥ ❨ ✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❙✵ ✐♥ ❩ ✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❙✵ ❃ ✵✿ ♣r♦tr✉s✐♦♥❀ ❙✵ ❁ ✵✿
❞❡♣r❡ss✐♦♥✮ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠ ❙✭❳ ✱❨ ✮✳ ❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ tr❡♥❝❤ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s s✵ ❂ ❙✵❂❍✵ ✇✐t❤ ❍✵ ❂ ❬✸✖◗✵❂✭✚❣ s✐♥ ✒✮❪
✶❂✸
❜❡✐♥❣ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✉♥❞✐st✉r❜❡❞ ✌♦✇ ♦❢ t❤❡ ✌✉① ◗✵✳ ❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ✈❡❧♦❝✐t②
✐♥ ③✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ✇ ❂ ❲ ❂✭✎❯✵✮ ✇✐t❤ ✎ ❂ ❍✵❂▲✵✱ ❯✵ ❂ ✸◗✵❂✭✷❍✵✮ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉r❢❛❝❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧②
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ☞❧♠✱ ▲✵ ❂ ❍✵❂✭✻❈❛✮
✶❂✸ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡✱ ❈❛ ❂ ✖❯✵❂✛ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r②
♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❲ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ ③✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✐s ❆ ❂ ✇t❂❧t ✳ ❚❤❡
♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ✭① ✱ ②✮ ❂ ✭❳ ✱❨ ✮❂▲✵✳ ❚❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✭①
❄✱ ②❄✮ ❤❛s ✐ts ♦r✐❣✐♥ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢
t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✭①t ✱ ②t✮ ✇✐t❤ ✭①
❄✱ ②❄✮ ❂ ✭①   ①t ✱ ②   ②t✮ s✉❝❤ t❤❛t ❤❄✭①❄✱ ②❄✮ ❂ ❬❤✭①❄✱ ②❄✮ ✰ s✭①❄✱ ②❄✮  ✶❪ ❂s✵✳ ❚❤❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✐s s✭① ✱ ②✮ ❂ ❙✭❳ ✱❨ ✮❂❍✵✳ ❚❤❡ ✌✉✐❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✚✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝
✈✐s❝♦s✐t② ✖ ❛♥❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ✛✳ ▼♦❞✐☞❡❞ ❛♥❞ r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ●❛s❦❡❧❧ ❡t ❛❧✳ ❬✷✶❪✳ ❝✌ ❈❛♠❜r✐❞❣❡
❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳ P❧❡❛s❡ ❝♦♠♣❛r❡ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✹ ❢♦r t❤❡ ❡☛❡❝t ♦❢ ✐♥❡rt✐❛✳
✶✳✶✳✷✳ ❚❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✌♦✇
P♦③r✐❦✐❞✐s ❛♥❞ ❚❤♦r♦❞❞s❡♥ ❬✷✾❪ st✉❞✐❡❞ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ☞❧♠ ✌♦✇ ❞♦✇♥ ❛♥ ✐♥❝❧✐♥❡❞ ♣❧❛♥❡
♦✈❡r ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❧✐♠✐t ✇❤❡r❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡ ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
t❤❡ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❯s✐♥❣ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r②✲✐♥t❡❣r❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❙t♦❦❡s ✌♦✇ t❤❡②
❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡r❛t❡❞✲s✐③❡❞ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤②
❝❛✉s❡❞ ❛ ♠❛r❦❡❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✉♣str❡❛♠ r✐❣❤t ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡✱ ❛♥❞ ❛
s✉r❢❛❝❡ r❡s♣♦♥s❡ r❡s❡♠❜❧✐♥❣ t♦ ❛ s✉r❢❛❝❡ ✇❛❦❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ r✐❣❤t ❜❡❤✐♥❞ ✐t✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧ ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❞❡❝✐s✐✈❡ ❢♦r
✶✻
✶✳✶✳ ❈r❡❡♣✐♥❣ ☞❧♠ ✌♦✇ ❛♥❞ ☞❧♠s ✐♥ ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
t❤❡ ❞❡✌❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❍❛②❡s ❡t ❛❧✳ ❬✸✵❪ ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s
❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ P♦③r✐❦✐❞✐s ❛♥❞ ❚❤♦r♦❞❞s❡♥ ❬✷✾❪ t❤♦✉❣❤ t❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❞✐☛❡r❡♥t
✐♥ t❤❛t ❢r♦♠ t❤❡ ♦✉ts❡t t❤❡② ✉s❡ ❛ t❤✐♥ ☞❧♠ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ✈✐s❝♦✉s ❧✐q✉✐❞ ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r ❛ s♠❛❧❧ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ❚❤❡② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
❛ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s s♦ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞
t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❡☛❡❝t ♦❢ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✭✇❛❧❧ ❞❡❢❡❝t✮ ♦♥
t❤❡ ❝♦❛t✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ s✉❜str❛t❡✳ ❇❧②t❤ ❛♥❞ P♦③r✐❦✐❞✐s ❬✸✶❪ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❧♦✇ ❘❡②♥♦❧❞s
♥✉♠❜❡r ✌♦✇ ♦❢ ❛ ❧✐q✉✐❞ ☞❧♠ ❞♦✇♥ ❛♥ ✐♥❝❧✐♥❡❞ ♣❧❛♥❡ ♦✈❡r ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧✳
❘❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r s♠❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ P♦③r✐❦✐❞✐s
❛♥❞ ❚❤♦r♦❞❞s❡♥ ❬✷✾❪✱ ❛♥❞ ❢♦r ♠♦❞❡r❛t❡✲s✐③❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ❞✐☛❡r❡♥t s❤❛♣❡s✳ ❚❤❡✐r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❝❛✉s❡❞ ❛♥ ✉♣str❡❛♠ ❤✉♠♣ ❛♥❞ ❛ ❤♦rs❡s❤♦❡ t②♣❡ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
❞♦✇♥str❡❛♠✱ ✇❤♦s❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❞❡♣❡♥❞❡❞ ♦♥ t❤❡ ❇♦♥❞ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ✇❛s ❧❛r❣❡❧② ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡
s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳
●❛s❦❡❧❧ ❡t ❛❧✳ ❬✷✶❪ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤✐♥ ☞❧♠ ✌♦✇ ♦✈❡r ❜♦t❤ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✮ ❛♥❞ t✇♦✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱
✇❤❡r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥
❡✍❝✐❡♥t ♠✉❧t✐❣r✐❞ s♦❧✈❡r✳ ❚❤❡✐r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✌♦✇ ❢♦❝✉s❡❞ ♠❛✐♥❧② ♦♥ t❤❡ ✌♦✇
♦✈❡r ❛ sq✉❛r❡ tr❡♥❝❤ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✸❛✮ ♦r ♣❡❛❦ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✸❜✮✳ P❛rt✐❝✉❧❛r t❤♦✉❣❤t ✇❛s ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡
✬❜♦✇ ✇❛✈❡✬ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✬❞♦✇♥str❡❛♠ s✉r❣❡✱✬ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♥♦t ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ✌♦✇ ♦✈❡r
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s✳ ❇❛①t❡r ❡t ❛❧✳ ❬✸✷❪ st✉❞✐❡❞ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ t❤✐♥ ☞❧♠ ✌♦✇ ♦✈❡r ❛♥❞ ❛r♦✉♥❞ ❛♥ ♦❜st❛❝❧❡ ♦♥ ❛♥ ✐♥❝❧✐♥❡❞ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡② r❡♣r♦❞✉❝❡❞
♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✌♦✇ ♣r♦☞❧❡s ❢♦r ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② s♠❛❧❧ ♦❜st❛❝❧❡s ❬✷✾❪ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ s♠❛❧❧
❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡✌❡❝t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❬✸✶❪ t♦ ❧❛r❣❡r ♦❜st❛❝❧❡s ④ ❡✐t❤❡r ❢✉❧❧② s✉❜♠❡r❣❡❞ ♦r ❡①❤✐❜✐t✐♥❣
❛ ❝♦♥t❛❝t ❧✐♥❡✳ ❈②❧✐♥❞❡rs ❛♥❞ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡s ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡
✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ☞♥✐t❡ ❞✐☛❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❍❡r♠✐t✐❛♥ r❛❞✐❛❧ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❆❧❧ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♣r♦☞❧❡s
✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛♥ ✉♣str❡❛♠ ♣❡❛❦✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❞❡♣r❡ss✐♦♥ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡❛❦
❞❡❝❛②✐♥❣ ✐♥ ❛ ❤♦rs❡s❤♦❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✌♦✇ ♣r♦☞❧❡s ✇❡r❡ ♠❛✐♥❧② ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥✱
t❤❡ ❇♦♥❞ ♥✉♠❜❡r✱ t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡ ❣❡♦♠❡tr②✱ ❛♥❞✱ ❢♦r ♥♦t ❢✉❧❧② s✉❜♠❡r❣❡❞ ♦❜st❛❝❧❡s✱ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t
❛♥❣❧❡✳
▲❡❡ ❡t ❛❧✳ ❬✸✸❪ ♠♦❞❡❧❡❞ t❤❡ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t❤✐♥ ☞❧♠ ✌♦✇ ♦✈❡r ❛ ♣❧❛♥❡✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✇❡❧❧✲
❞❡☞♥❡❞ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ❣r♦✉♣❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤❡② s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❛❝❝✉r❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❧♦❝❛❧ ♠❡s❤ r❡☞♥❡♠❡♥t ❛♥❞ ♠✉❧t✐❣r✐❞✐♥❣ ♦☛❡rs
✐♥❝r❡❛s❡❞ ✌❡①✐❜✐❧✐t② t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ s✐❣♥✐☞❝❛♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥t✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝
❣r✐❞ r❡☞♥❡♠❡♥t ❡☛❡❝t✐✈❡❧② r❡str✐❝t❡❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ☞♥❡ ❣r✐❞s t♦ r❡❣✐♦♥s ♦❢ r❛♣✐❞ ✌♦✇ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱
❡✳❣✳✱ t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ❝❛♣✐❧❧❛r② r✐❞❣❡✱ t❤❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ s✉r❣❡ r❡❣✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❜♦✇
✇❛✈❡✳ ❙❡❧❧✐❡r ❡t ❛❧✳ ❬✸✹❪ ❝♦♠♣❛r❡❞ ☞♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✭❋❊▼✮ ❛♥❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❧♦❝❛❧ ♠❡s❤
r❡☞♥❡♠❡♥t ❛♥❞ ♠✉❧t✐❣r✐❞✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✌♦✇ ♦❢ ❛ ❧✐q✉✐❞ ☞❧♠✱ ♦♥❧② s❡✈❡r❛❧ ♠✐❝r♦♥s ✐♥ t❤✐❝❦♥❡ss✱ ♦✈❡r
❛♥ ✐♥❝❧✐♥❡❞ ♣❧❛♥❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠✉❧t✐❣r✐❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ❝❧❡❛r❧② ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st
❡✍❝✐❡♥t✱ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ s❡ts ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✱ ❋❊▼ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ♦☛❡r ❛♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲s♣❡❝✐❛❧✐st ✉s❡r✳ ❇♦t❤ ♠❡t❤♦❞s r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t ♦❝❝❧✉s✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡
❢❡❛t✉r❡s ✐♥❤❡r❡♥t ✐♥ t❤❡ ✌♦✇ ♦❢ t❤✐♥ ❧✐q✉✐❞ ☞❧♠s ♦✈❡r ❢✉❧❧② s✉❜♠❡r❣❡❞ ♠✐❝r♦s❝❛❧❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝❛❧
❢❡❛t✉r❡s❀ ♥❛♠❡❧②✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝❛♣✐❧❧❛r② r✐❞❣❡s ❧✐♥❦❡❞ t♦ ✬❜♦✇ ✇❛✈❡✬ ♣❧✉s ✬❝♦♠❡t✲t❛✐❧✬ ❢r❡❡
s✉r❢❛❝❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ ❜❡♥❡☞ts ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ◆❡✇t♦♥ ❣❧♦❜❛❧❧② ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✌♦✇ s♦❧✈❡r
✇✐t❤✐♥ ❛ ✌❡①✐❜❧❡ ❛♥❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠✉❧t✐❣r✐❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠
❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r✐s❡ ✇❤❡♥ t❤✐♥ ☞❧♠ ❛♥❞ ❞r♦♣❧❡t ✌♦✇s ❛r❡ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
♣❤②s✐❝❛❧ ❡☛❡❝ts ✇❛s ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ▲❡❡ ❡t ❛❧✳ ❬✸✺❪✳ ■ts ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✇❡r❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣
✶✼
✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✿ ❋r♦♠ ❝r❡❡♣✐♥❣ ✌♦✇ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠s ♦✈❡r t♦♣♦❣r❛♣❤②
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✳✿ ❚❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✭❛✮ ❢♦r ✌♦✇ ♦✈❡r ✇❛❧❧ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✭❜✮ ✇✐t❤ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ♣❛tt❡r♥✳ P♦s✐t✐✈❡ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ s❤♦✇♥
❛s s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✱ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛s ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ s✐❞❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ✐s ▲ ❛♥❞ ❤ ✐s t❤❡
♠❡❛♥ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss✳ ■t ✐s ✷✙❤❂▲ ❂ ✶✱ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② ♥✉♠❜❡r ✐s ❈❛ ❂ ✖❯❂✌✵ ❂
♣
✷❂✹ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ✐s ✙❂✹✳
❚❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ s✉r❢❛❝❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ①✲❛①✐s ✐s ❯✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ t❤❡ ✌✉✐❞ ✐s ✖✱ ✐ts s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ✌✵✳
▼♦❞✐☞❡❞ ❛♥❞ r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ▲✉♦ ❛♥❞ P♦③r✐❦✐❞✐s ❬✸✼❪✳ ❝✌ ❙♣r✐♥❣❡r ◆❛t✉r❡✳
t✇♦ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✌♦✇s✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ s♦❧✉t❡ s♣❡❝✐❡s
♦♥ r✐❣✐❞ ❛♥❞ ✌❡①✐❜❧❡ s✉❜str❛t❡s ❛♥❞ ❞r♦♣❧❡t ✌♦✇ ♣❛st ❛♥ ♦❝❝❧✉s✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✱
▲❡❡ ❡t ❛❧✳ ❬✸✻❪ ❡①♣❧♦r❡❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤✐♥ ☞❧♠ ✌♦✇ ♦✈❡r ✌❡①✐❜❧❡ s✉❜str❛t❡s ❛♥❞ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞
❤♦✇ s✉❜str❛t❡ ✌❡①✐❜✐❧✐t② ❛☛❡❝ts t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐ss✉❡ ♦❢ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♣❧❛♥❛r✐③❛t✐♦♥✳
▲✉♦ ❛♥❞ P♦③r✐❦✐❞✐s ❬✸✼❪ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❡☛❡❝t ♦❢ s♠❛❧❧✲❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞♦✉❜❧② ♣❡r✐♦❞✐❝ ✇❛❧❧ ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s
♦♥ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ☞❧♠ ✌♦✇ ❞♦✇♥ ❛♥ ✐♥❝❧✐♥❡❞ ♣❧❛♥❡ ✉s✐♥❣ ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❙t♦❦❡s ✌♦✇✳
❚❤❡② ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡✈✐❛t❡s s✐❣♥✐☞❝❛♥t❧② ❢r♦♠ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ✐❧❧✉str❛t❡s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✌♦✇✳ ❇❡②♦♥❞✱ t❤❡✐r r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s r❡❞✉❝❡
t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❡☛❡❝t✐✈❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❡☛❡❝t✐✈❡
❝❛♣✐❧❧❛r✐t②✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡✐r ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✳
✶✳✷✳ ■♥❡rt✐❛❧ ✌♦✇
✶✳✷✳✶✳ ❚✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✌♦✇
❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❝r❡❡♣✐♥❣ ✌♦✇ t♦ ✐♥❡rt✐❛❧ ✌♦✇ ✇❛s st✉❞✐❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❜② ❇♦♥t♦③♦❣❧♦✉
❛♥❞ ❙❡r✐☞ ❬✸✽❪ ❢♦r ☞❧♠ ✌♦✇s ❛❧♦♥❣ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ s✉❜str❛t❡ ✇✐t❤ ✐s♦❧❛t❡❞✱ ❞❡❡♣ st❡♣ ❝❤❛♥❣❡s✱ ✐✳❡✳✱
st❡♣✲❞♦✇♥s ❛♥❞ st❡♣✲✉♣s✳ ❚❤❡② s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② r✐❞❣❡ ❜❡❢♦r❡ ❛ st❡♣✲❞♦✇♥ ❛♥❞ t❤❡
❝❛♣✐❧❧❛r② ❞❡♣r❡ss✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ ❛ st❡♣✲✉♣ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r str❡❛♠✇✐s❡ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
✐♥❡rt✐❛✳ ❚❤❡ ✇❛② ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ✇❛s ❞✐r❡❝t❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ♦r❞❡r✲♦❢✲♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ ❣r❛✈✐t②✱
❝❛♣✐❧❧❛r②✱ ❛♥❞ ✐♥❡rt✐❛ ❢♦r❝❡s✳ ❚❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② ❢❡❛t✉r❡s ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ☞rst ❣r♦✇ ✇✐t❤
t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✺❛✮✱ ❜✉t ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❞✐♠✐♥✐s❤ ✇❤❡♥ ✐♥❡rt✐❛❧ ❢♦r❝❡s ♦✈❡r♣♦✇❡r
❝❛♣✐❧❧❛r② ❢♦r❝❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✺❜✮✳ ❉♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ ❛ st❡♣✲✉♣✱ ❛♥ ✐♥❡rt✐❛❧ r✐❞❣❡ ❛♣♣❡❛r❡❞ ❛t t❤❡ ❢r❡❡
s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✺❝✮✳ ❚❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ r✐❞❣❡ ✇❛s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦
❛ ❧✐q✉✐❞ ♦✈❡rs❤♦♦t ✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐ts ❤❡✐❣❤t ✇❛s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ r❡str❛✐♥❡❞ ❜②
❝❛♣✐❧❧❛r② ❢♦r❝❡s ❛t ❧♦✇ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ ❜② ✐♥❡rt✐❛❧ ❢♦r❝❡s ✭❛ ❧♦✇✲♣r❡ss✉r❡ r❡❣✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs✮
❛t ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs✳
❲✐❡rs❝❤❡♠ ❡t ❛❧✳ ❬✸✾❪ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ✌♦✇ ♦❢ ❛ ❧✐q✉✐❞ ❞♦✇♥ ❛♥ ✐♥❝❧✐♥❡ ✇✐t❤ ✇❡❛❦ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✉♥❞✉❧❛✲
✶✽
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✳✿ ❚❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♣r♦☞❧❡s ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ ❛ st❡♣✲❞♦✇♥ ✇✐t❤ ❉❂❍ ❂ ✶✱ ❢♦r ❘❡ ❂ ✶✱ ✷✵✱ ✹✵✱ ✽✵ ❛♥❞ ✭❛✮
❈❛ ❂ ✵✳✵✶✱ ✭❜✮ ❈❛ ❂ ✵✳✵✼✺ ❛♥❞ ❢♦r ❛ st❡♣✲✉♣ ✭❝✮ ✇✐t❤ ❉❂❍ ❂ ✶✳✺✱ ❈❛ ❂ ✵✳✵✼✺ ❛♥❞ ❘❡ ❂ ✶✱ ✸✵✱ ✻✵✱ ✶✵✵✳ ❚❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s
♥✉♠❜❡r ✐s ❘❡ ❂ ◗❂✗ ✇✐t❤ ◗ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ✌♦✇ r❛t❡ ♣❡r ✉♥✐t s♣❛♥✳ ❚❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② ♥✉♠❜❡r ✐s ❈❛ ❂ ✸✖❯❂✛ ✇✐t❤
t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❯ ❂ ◗❂❍ ❂ ❣❍✷❂✸✗✱ t❤❡ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❍ ❂ ✭✸✗◗❂❣✮✶❂✸ ❛♥❞ ❣r❛✈✐t② ❣ ✳ ❚❤❡ ✌✉✐❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛r❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② ✖✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✚✱ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② ✗ ❂ ✖❂✚ ❛♥❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ✛✳ ▼♦❞✐☞❡❞ ❛♥❞
r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❇♦♥t♦③♦❣❧♦✉ ❛♥❞ ❙❡r✐☞ ❬✸✽❪✳ ❝✌ ❊❧s❡✈✐❡r✳
t✐♦♥s✳ ❚❤❡② s❤♦✇❡❞ ❤♦✇ ✇❛✈② ❜♦tt♦♠ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧♦♥❣ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss
♦r t❤❡ ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ✌♦✇ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❛t ❞♦✇♥ ❛ ✌❛t ✐♥❝❧✐♥❡✳ ❚❤❡
❡☛❡❝ts ♦❢ ✇❛✈✐♥❡ss✱ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡✱ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss✱ ❛♥❞ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✉s✐♥❣ ❞✐☛❡r❡♥t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s❡s✳ ❚❤❡② ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡s❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡s✉❧ts t♦ ♠❡❛s✉r❡❞
✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦☞❧❡s ❛♥❞ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss❡s✳ ❚❤❛t ✇❛②✱ t❤❡② r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❡ ✐♥✌✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ♦♥ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ◆✉ss❡❧t ♣r♦☞❧❡✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ❲✐❡rs❝❤❡♠
❛♥❞ ❆❦s❡❧ ❬✹✵❪ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ✐♥✌✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ♦♥ t❤❡ ❡❞❞✐❡s t❤❛t ❢♦r♠ ✐♥
❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ☞❧♠s ❝r❡❡♣✐♥❣ ♦✈❡r str♦♥❣❧② s✐♥✉s♦✐❞❛❧❧② ✉♥❞✉❧❛t❡❞ s✉❜str❛t❡s✳ ❚❤❡② ❢♦✉♥❞ t❤❛t
✐♥ t❤❡ ❧❛♠✐♥❛r r❡❣✐♠❡ t❤❡ ❡❞❞✐❡s ❜❡❝❛♠❡ t✐❧t❡❞ ❛s ✐♥❡rt✐❛ ❜❡❝❛♠❡ s✐❣♥✐☞❝❛♥t ❛♥❞ t❤❛t t❤❡✐r s✐③❡
✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋r♦✉❞❡ ♥✉♠❜❡r✳ ■♥❡rt✐❛✲✐♥❞✉❝❡❞ s✉r❢❛❝❡ ✇❛✈❡s ♣r♦✈♦❦❡❞ ❛♥ ♦s❝✐❧✲
❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❜r❡❛❦✉♣ ♦❢ t❤❡ s❡♣❛r❛tr✐① ❜② t❤❡ t✉r♥st✐❧❡✲❧♦❜❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤✐s ♠❛t❡r✐❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❞❞② ❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❧②✐♥❣ ☞❧♠ ✐s st✐❧❧ ❛♥ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥✳ ❙❝❤♦❧❧❡ ❡t ❛❧✳ ❬✹✶❪ ❡①t❡♥❞❡❞
♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❞❞✐❡s ✐♥ ❝r❡❡♣✐♥❣ ❬✷✻❪ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✮ ❛♥❞ ✐♥❡rt✐❛❧ ❬✹✵❪
✌♦✇ ♦❢ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ☞❧♠s ♦✈❡r s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡② s♦❧✈❡❞ t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s
s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❙t♦❦❡s ✌♦✇ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✈✐❛ ❛ ❢✉❧❧
☞♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡♥ ✐♥❡rt✐❛ ✐s ❞♦♠✐♥❛♥t✳ ❚❤❡ ❡☛❡❝t
♦❢ ✈❛r②✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr② ✭✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ♦r t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡✮ ❛♥❞ ✐♥❡rt✐❛ ✇❛s ❡①♣❧♦r❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ P❡rs✐st❡♥t ❡❞❞✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❡①✐st❡❞ ❡✈❡♥
❢♦r ✈❛♥✐s❤✐♥❣❧② t❤✐♥ ☞❧♠s✱ ♦❝❝✉rr❡❞ ❢♦r s✉✍❝✐❡♥t❧② st❡❡♣ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s✳ ▼♦r❡✲
♦✈❡r✱ t❤❡② s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❡❞❞✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t✇♦
✇❛②s✳ ❆ ❞❡❝r❡❛s❡✴✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥ st❡❡♣♥❡ss ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✴❛♣♣❡❛r❛♥❝❡
♦❢ ❦✐♥❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥❞✉❝❡❞ ❡❞❞✐❡s ✭s❡❡ ❝r❡❡♣✐♥❣ ✌♦✇s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✮✳ ❆♥ ✐♥❝r❡❛s❡✴❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥
✐♥❡rt✐❛ ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✴❞✐s❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ✐♥❡rt✐❛❧❧② ✐♥❞✉❝❡❞ ❡❞❞✐❡s ❞✉❡ t♦ ❜♦✉♥❞❛r②✲❧❛②❡r
s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✭♣❧❡❛s❡ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✮✳ ❇❡②♦♥❞✱ t❤❡② ❞❡☞♥❡❞ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥ st❡❡♣♥❡ss ❢♦r
❛ ❣✐✈❡♥ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss✱ ❞❡♠❛r❦✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❦✐♥❡♠❛t✐❝❛❧❧② t♦ ❛♥ ✐♥❡rt✐❛❧❧② ✐♥❞✉❝❡❞
❧♦❝❛❧ ❡❞❞② ✌♦✇ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳
❚❤❡ ✐♥✈✐s❝✐❞ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✌♦✇ ♦✈❡r ❛ ✇❛✈② s✉❜str❛t❡ ✇❛s ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② ❇♦♥t♦③♦❣❧♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✹✷❪
✇✐t❤ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤♦❞♦❣r❛♣❤ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❞❡✈✐s❡❞ ❜② ❙t♦❦❡s ✐♥ ✶✽✽✵✮✳
❚❤❡② ✇❡r❡ t❤❡ ☞rst t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ❛ s❡r✐❡s ♦❢ r❡s♦♥❛♥❝❡s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉❜✲
str❛t❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ st❡❛❞②✱ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♣r♦☞❧❡s ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❛
✶✾
✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✿ ❋r♦♠ ❝r❡❡♣✐♥❣ ✌♦✇ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠s ♦✈❡r t♦♣♦❣r❛♣❤②
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ReΛ
❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✳✿ ❊☛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❘❡✄ ♦♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❡❞❞② ❝❡♥t❡r✱ ❥✁❳ ❥❂✄ ❢♦r
❘❡❍ ❂ ✷✷✽ ❛♥❞ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ☛ ❂ ✹✺
✍✳ ❚❤❡ ✐♥❧❛✐❞ str❡❛♠❧✐♥❡ ♣❧♦ts ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✌♦✇ str✉❝t✉r❡ ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r
✈❛❧✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥ts s❤♦✇♥ ❛s ❜❧❛❝❦ ❝✐r❝❧❡s✳ ❚❤❡ ✐♥❧❛✐❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✌♦✇ ✇❛s t❛❦❡♥ ❢r♦♠
❬✷✻❪✳ ❚❤❡ ♦♣❡♥ ❝✐r❝❧❡ ♠❛r❦s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❦✐♥❡♠❛t✐❝❛❧❧② t♦ ❛♥ ✐♥❡rt✐❛❧❧② ✐♥❞✉❝❡❞ ❡❞❞②✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ✁❳ ✐s
t❛❦❡♥ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ✌♦✇ ❛s②♠♠❡tr② ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ s❤✐❢t ♦❢ ❛♥ ❡❞❞② ❝❡♥t❡r r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ s❛♠❡
❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❙t♦❦❡s s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✐s ❘❡❍ ❂ ✚
✷❣❍✸ s✐♥☛❂✭✷✑✷✮✱ ✇✐t❤ ❍ ❜❡✐♥❣
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ◆✉ss❡❧t ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❋♦r t❤❡ ✌♦✇ str✉❝t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❘❡②♥♦❧❞s
♥✉♠❜❡r ✐s ❘❡✄ ❂ ✚
✷❣✄✸ s✐♥☛❂✭✶✻✙✸✑✷✮ ✇✐t❤ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✄✳ ❚❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐s ❣ ✳ ❚❤❡
✌✉✐❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② ✑ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✚✳ ❘❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❙❝❤♦❧❧❡ ❡t ❛❧✳ ❬✹✶❪✳
❝✌ ❆■P P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳
✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ ✇❡r❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ s✐❣♥✐☞❝❛♥t❧②
❞✐♠♣❧❡❞ ❜② ❤✐❣❤❡r ❤❛r♠♦♥✐❝s✳ ❚❤❡ ✌♦✇ ☞❡❧❞ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ s❤❛♣❡ str♦♥❣❧②
❛☛❡❝ts t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s✉❜str❛t❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝❤❛♥❣❡ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧②
✇✐t❤ ❝✉rr❡♥t ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❙♦♠❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦❢ ✇❛❧❧ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ♦r ♠❛t❡r✐❛❧
❞❡♣♦s✐t✐♦♥✱ ❇r❛❣❣ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ✇❛✈❡s✱ ❛♥❞ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt ✐♥ r✐✈❡rs ✇❡r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞
❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✇♦r❦ ❜② ❇♦♥t♦③♦❣❧♦✉ ❛♥❞ P❛♣❛♣♦❧②♠❡r♦✉ ❬✹✸❪ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✈✐s❝♦✉s✱ ❧❛♠✐♥❛r ☞❧♠ ✌♦✇ ❞♦✇♥ ❛♥ ✐♥❝❧✐♥❡❞ ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ❡①❛♠✐♥❡❞
t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ■♥ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢
❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs✱ ❛ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❛♠♣❧✐☞❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❚r✐❢♦♥♦✈ ❬✹✹❪ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✈✐s❝♦✉s ☞❧♠ ✌♦✇ ❞♦✇♥ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧✱ ❤❛r♠♦♥✐❝
s✉❜str❛t❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❍❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦✈❡r
❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ✈✐s❝♦s✐t②✱ ✐♥❡rt✐❛✱ ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ✉♥✈❡✐❧❡❞ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤
t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t❡❞ ❜♦tt♦♠✳ ❚✇♦ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❞✐☛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s ✐♥ ✌♦✇ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❡r❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞
✇✐t❤✐♥ t❤❡ st✉❞✐❡❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs✳ ■♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡r❛t❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs✱
t❤❡ ✌♦✇ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ s✐❣♥✐☞❝❛♥t❧② ❜② t❤❡ ❢♦r❝❡s ♦❢ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡
r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ❜② ✐♥❡rt✐❛❧ ❢♦r❝❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t
t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝♦rr❡❝t ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✌♦✇ ✐s ❞❡☞♥❡❞ ♠❛✐♥❧② ❜② s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥
❢♦r❝❡s✳ ❇♦♥t♦③♦❣❧♦✉ ❬✹✺❪ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛♣❡rs ❬✹✷✱ ✹✸❪ t♦ ❧❛r❣❡✲❛♠♣❧✐t✉❞❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧
❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s ❜② ✉s✐♥❣ ❛ s♣❡❝tr❛❧ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❋♦✉r✐❡r ♠♦❞❡s ✐♥ t❤❡
str❡❛♠✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛❝r♦ss t❤❡ ☞❧♠✳ ❋r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♣r♦☞❧❡ ❛♥❞ ✌♦✇
str✉❝t✉r❡ ✇❡r❡ st✉❞✐❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳
❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥ ❤❡✐❣❤t ❢♦r ✌♦✇ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t♦ ♦❝❝✉r ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡
✇✐t❤ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✱ ❜✉t t♦ ❛tt❛✐♥ ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❇❡✲
s✐❞❡s✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r str❡ss ❛❧♦♥❣ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥t
❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❤❡❛t ❛♥❞ ♠❛ss tr❛♥s♣♦rt✳
✷✵
✶✳✷✳ ■♥❡rt✐❛❧ ✌♦✇
(a) (b)
❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✳✿ ❙✐❞❡ ✈✐❡✇s ♦❢ r❡s♦♥❛♥t st❛♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡s✳ ✭❛✮ ❍✉♠♣ ❛t t❤❡ ✌❛t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❤ ❂ ✶✸✳✻♠♠✱
❘❡ ❂ ✻✷✮✳ ✭❜✮ ❙t❛♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❤✉♠♣ ✭❤ ❂ ✶✹✳✼♠♠✱ ❘❡ ❂ ✼✾✮✳ ❚❤❡ ✌♦✇ ✐s ❢r♦♠ r✐❣❤t t♦ ❧❡❢t✳ ❚❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥
❛♥❣❧❡ ✐s ☛ ❂ ✶✶✳✾ ✍ ❛♥❞ ❘❡ ❂ ❯s❤❂✗ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✇✐t❤ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❯s ❛♥❞ t❤❡ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss
❤ ♦❢ t❤❡ ◆✉ss❡❧t s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ t❤❡ ✌✉✐❞ ✐s ✗✳ ❘❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❲✐❡rs❝❤❡♠ ❛♥❞
❆❦s❡❧ ❬✹✻❪✳ ❝✌ ❆■P P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳
❲✐❡rs❝❤❡♠ ❛♥❞ ❆❦s❡❧ ❬✹✻❪ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② st✉❞✐❡❞ t❤❡ ✌♦✇ ♦❢ ❛ ✈✐s❝♦✉s ❧✐q✉✐❞ ❞♦✇♥ ❛♥ ✐♥❝❧✐♥❡❞
❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❜♦tt♦♠ ♣r♦☞❧❡ ♦❢ ♠♦❞❡r❛t❡ ✇❛✈✐♥❡ss✳ ❆t ❧♦✇ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s✱ ❜❛s✐♥s
❛♣♣❡❛r❡❞ ❛♥❞✱ ❛t t❤❡ ✐♥✌♦✇ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐♥s✱ st❛t✐♦♥❛r② ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❥✉♠♣s ❢♦r♠❡❞ ❛s s❤♦❝❦ ❢r♦♥ts
❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ r♦❧❧❡rs✳ ❆ ❜✐st❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ ❥✉♠♣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❡①✐st ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
✌♦✇ ❤✐st♦r② ✇❛s ✐❞❡♥t✐☞❡❞✳ ❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❋r♦✉❞❡ ♥✉♠❜❡rs t❤❛t ❝♦♥☞♥❡ t❤❡ ❜✐st❛❜❧❡ ❜r❛♥❝❤ ✇❡r❡
❢♦✉♥❞ t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡✳ ❆t t❤❡ ❧♦✇ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❜✐st❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥✱ ❛♥ ✐♥st❛t✐♦♥❛r②
r❡❣✐♠❡ ♦❢ ❛ s❤♦❝❦ ✇✐t❤ ❛ ☞♥❣❡r✐♥❣✲❧✐❦❡ ❧❛t❡r❛❧ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❛r❡❞✳ ❚❤❡ ❜✐st❛❜✐❧✐t② ❝♦✉❧❞ ❜❡
tr❛❝❡❞ ❜❛❝❦ t♦ t❤❛t ♦❢ ❛ s❤♦❝❦ ❢r♦♥t ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ☞♥❣❡rs✳ ❆❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✹✻❪ ✐♥❞✐❝❛t❡❞
t❤❛t s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐st❛❜✐❧✐t②✳ ■♥ t❤✐❝❦❡r ☞❧♠s✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
r♦❧❧❡rs ✇❡r❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ ❛♥❞ st❛♥❞✐♥❣ ❣r❛✈✐t② ✇❛✈❡s ❛♣♣❡❛r❡❞✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② r❡s♦♥❛♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✮✳ ❆t t❤❡ r✐s✐♥❣ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❝✉r✈❡s✱ ❤✉♠♣s
t❤❛t ✇❡r❡ ❛♣♣❛r❡♥t❧② ❞✉❡ t♦ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡s♦♥❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❝♦♥t♦✉r ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ■♥
❛ s♠❛❧❧ r❡❣✐♠❡ ♦❢ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s✱ t❤❡ ❤✉♠♣s ❛♥❞ s❤♦❝❦s ✇❡r❡ ❜✐st❛❜❧❡✳ ❆t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ r♦❧❧❡rs ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡s✱ ❛ s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✇❛s
✐❞❡♥t✐☞❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✽ s❤♦✇s ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦✈❡r t❤❡ ❞✐☛❡r❡♥t ✌♦✇ r❡❣✐♠❡s✳
◆❣✉②❡♥ ❛♥❞ ❇♦♥t♦③♦❣❧♦✉ ❬✷✼❪ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ st❡❛❞② ✌♦✇ ♦❢ ❧✐q✉✐❞ ☞❧♠s ❛❧♦♥❣ s✐♥✉s♦✐❞❛❧✱ st❡❡♣❧②
❝♦rr✉❣❛t❡❞ ✐♥❝❧✐♥❡s ❜② ☞♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ✉♥✈❡✐❧❡❞
r❡s♦♥❛♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇❛❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ✉s❡❞ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♠❛①✐♠✉♠ t♦
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Inclination Angle
❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✳✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦✈❡r t❤❡ ❞✐☛❡r❡♥t ✌♦✇ r❡❣✐♠❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡ ♦♣❡♥
sq✉❛r❡s ❛♥❞ ❞✐❛♠♦♥❞s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ☞rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❋♦✉r✐❡r ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
▼♦❞✐☞❡❞ ❛♥❞ r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❲✐❡rs❝❤❡♠ ❛♥❞ ❆❦s❡❧ ❬✹✻❪✳ ❝✌ ❆■P P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳
✷✶
✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✿ ❋r♦♠ ❝r❡❡♣✐♥❣ ✌♦✇ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠s ♦✈❡r t♦♣♦❣r❛♣❤②
❞❡☞♥❡ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✇❤✐❝❤ s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ ✌♦✇ ✐♥t♦ t✇♦ r❡❣✐♠❡s✳ ❙t❡❡♣ ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s
tr✐❣❣❡r❡❞ ❡①t❡♥s✐✈❡ ✌♦✇ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐♥ ❜♦t❤ r❡❣✐♠❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ④
♠♦st ♥♦t❛❜❧② t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r ✈❡r② t❤✐♥ ❛♥❞ ✈❡r② t❤✐❝❦ ☞❧♠s ④ ✈❛r✐❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
t❤❡ ❞✐☛❡r❡♥t s✐❣♥✐☞❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② ❢♦r❝❡s ✐♥ t❤❡ t✇♦ r❡❣✐♠❡s✳ ❲✐❡rs❝❤❡♠ ❡t ❛❧✳ ❬✹✼❪
❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❧✐♥❡❛r r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♥ ✈✐s❝♦✉s ☞❧♠s ♦♥ ✐♥❝❧✐♥❡❞ ✇❛✈② ♣❧❛♥❡s ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐☞❡❞ ❞✐☛❡r❡♥t
❜❡❤❛✈✐♦rs ❢♦r t❤✐♥✱ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❛♥❞ t❤✐❝❦ ☞❧♠s✳ ❚❤❡② ❛♣♣❧✐❡❞ ❛ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✉s❡❞ ❜②
❆♥s❤✉s ❛♥❞ ●♦r❡♥ ❬✹✽❪ ❢♦r ❣❡tt✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❖rr✲❙♦♠♠❡r❢❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
✌♦✇ ♦♥ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ s✉❜str❛t❡✳ ■♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❆♥s❤✉s ❛♥❞ ●♦r❡♥ ❬✹✽❪✱ ❲✐❡rs❝❤❡♠ ❡t ❛❧✳ ❬✹✼❪ r❡♣❧❛❝❡❞
t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ✉s✉❛❧❧② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠✱ ❜② ✐ts ✈❛❧✉❡ ❛t t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡
✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❦❡♣t ❛t ✐ts tr✉❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts s✉♣♣♦rt❡❞ t❤❡
✈✐❡✇ t❤❛t t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t❡❞ ☞❧♠
✇✐t❤ ❝❛♣✐❧❧❛r②✲❣r❛✈✐t② ✇❛✈❡s tr❛✈❡❧✐♥❣ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♠❛✐♥ ✌♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♣❡❛❦ ✐s
❛tt❛✐♥❡❞ ✉♥❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t r❡♥❞❡r t❤❡ ✇❛✈❡ ♣❤❛s❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r②
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ❛♥❞ t❤✉s ♣❡r♠✐t ❞✐r❡❝t ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❡❛❞✐❧② ❞❡❢♦r♠❡❞ ☞❧♠
❛♥❞ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ✇♦r❦ ♦❢ ❍❡✐♥✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✹✾❪ st✉❞✐❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡s♦♥❛♥❝❡
✐♥ ✈✐s❝♦✉s ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r s✐♥✉s♦✐❞❛❧❧② ✉♥❞✉❧❛t❡❞ s✉❜str❛t❡s✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱
t❤❡② s♦❧✈❡❞ t❤❡ ❢✉❧❧✱ st❡❛❞② ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ☞rst ❢❡✇
❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❤❛r♠♦♥✐❝s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❛♥❞ t♦ st✉❞② t❤❡✐r ♣❛r❛♠❡tr✐❝
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss✱ ✐♥❡rt✐❛✱ ❛♥❞ ❝❛♣✐❧❧❛r✐t②✳ ❚❤❡② ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ t❤❛t✱ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❤✐❣❤❡r ❤❛r♠♦♥✐❝s ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞
t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❜❡❝♦♠❡s ❜✐st❛❜❧❡✳ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡② ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❜♦✉♥❞❛r②✲❧❛②❡r ♠❡t❤♦❞
❛♥❞ ❞❡r✐✈❡❞ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✈❛❧✐❞ ❢♦r r❛t❤❡r t❤✐♥ ☞❧♠s✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t
❤✐❣❤❡r ❤❛r♠♦♥✐❝s ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✇✐t❤ ❧♦✇❡r✲♦r❞❡r
❤❛r♠♦♥✐❝s ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡✐r ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ❛❧s♦ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r
❜✐st❛❜❧❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♥ ✌♦✇s ♦✈❡r st❡❡♣ ❜♦tt♦♠ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡② s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♠♦❞❡❧ r❡t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❜✐st❛❜✐❧✐t② ✐s s✐♠✐❧❛r t♦
t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈❡♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❉✉✍♥❣ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❬✺✵❪✳
◆✉♠❡r✐❝s ❜② ▼❛❧❛♠❛t❛r✐s ❛♥❞ ❇♦♥t♦③♦❣❧♦✉ ❬✺✶❪ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✈✐s❝♦✉s ☞❧♠ ✌♦✇ ❞♦✇♥ ❛♥ ✐♥❝❧✐♥❡❞
♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜✉t ♥♦t ❤❛r♠♦♥✐❝ ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ☞♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥❧❡ss ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❡r❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛♠✐♥❛r ✌♦✇ r❡❣✐♠❡ ❛♥❞
t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❢♦r ✈❡r② ❧♦✇ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs✳
P❛rt✐❝✉❧❛r ❡♠♣❤❛s✐s ✇❛s ❣✐✈❡♥ t♦ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♣r♦☞❧❡s✱ str❡❛♠❧✐♥❡s✱ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜str❛t❡✳ ❚❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ s❤❛♣❡ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡
♠❛✐♥❧② ✐♥✌✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② ♥✉♠❜❡r✱ ✐ts ♣❤❛s❡ s❤✐❢t r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s
❜② t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✳ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t❡❞ ❜♦tt♦♠ ❛♣♣❡❛r❡❞
❛t ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♣❧✐☞❝❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦r✲
r✉❣❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ✌♦✇ r❡✈❡rs❛❧ ✐♥ t❤❡ tr♦✉❣❤s ✇❡r❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ❚❤❡
❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ☞❧♠ ✌♦✇ ❛❧♦♥❣ ❛ s✉❜str❛t❡ ✇✐t❤ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧ ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s ✇❛s st✉❞✐❡❞
♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❜② P❛❦ ❛♥❞ ❍✉ ❬✺✷❪✳ ❚❤❡② ✉s❡❞ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✌✉✐❞ ♠❡t❤♦❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡
s❤✐❢t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠✲
❜❡r✳ ❉❡❡♣❡r ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s ♦r s♠❛❧❧❡r ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s r❛✐s❡❞ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ str❡❛♠❧✐♥❡s ❛♥❞ r❡♣♦rt❡❞ ♦♥ ✈♦rt✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ✐♥ t❤❡ st❡❛❞②
✌♦✇s✱ ❡✐t❤❡r ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❛♣✐❧❧❛r② ✇r✐♥❦❧✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥❡rt✐❛✱ ♦r ❜② t❤❡
r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤❡ ✈♦rt✐❝❡s ✇❡r❡ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡
❛♥❞ ❛♣♣❡❛r❡❞ ❡✐t❤❡r ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ tr♦✉❣❤s✱ ♦r s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✐♥ t❤❡ tr♦✉❣❤s ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝r❡sts
✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✮✳ ❱❧❛❝❤♦❣✐❛♥♥✐s ❛♥❞ ❇♦♥t♦③♦❣❧♦✉ ❬✺✸❪ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡
♦❢ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ☞❧♠ ✌♦✇ ❛❧♦♥❣ ❛♥ ✐♥❝❧✐♥❡❞ ♣❡r✐♦❞✐❝ s✉❜str❛t❡ ✇✐t❤ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✳✿ ❊☛❡❝ts ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✌♦✇ str✉❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✇❛❧❧ ❞❡♣t❤ ✏ ❂ ❉✇❂❤◆ ❂ ✵✳✽ ❛♥❞ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥
✬ ❂ ✺✳✹✍✳ ✭❛✮ ❘❡ ❂ ✶✽✵✱ ✭❜✮ ❘❡ ❂ ✷✺✵✱ ✭❝✮ ❘❡ ❂ ✷✽✵ ❛♥❞ ✭❞✮ ❘❡ ❂ ✸✸✵✳ ❚❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr✉❣❛t❡❞ ✇❛❧❧ ✐s ❉✇ ✱
t❤❡ ◆✉ss❡❧t ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ✐s ❤◆ ✱ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✐s ❘❡ ❂ ✉♥❤◆❂✗❧ ✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ◆✉ss❡❧t ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ✉◆ ✱
t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ✐s ✗❧ ✳ ▼♦❞✐☞❡❞ ❛♥❞ r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ P❛❦ ❛♥❞ ❍✉ ❬✺✷❪✳ ❝✌ ❊❧s❡✈✐❡r✳
❚❤❡② ✉s❡❞ ❛ ✌✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ☞❧♠ ❤❡✐❣❤t ✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞
t✐♠❡✳ P❧❡❛s❡ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✷ ❢♦r t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ st❡❛❞② ✌♦✇ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦
❡①❤✐❜✐t ❛ st❛t✐❝❛❧❧② ❞❡❢♦r♠❡❞ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛s t❤❡ ❜♦tt♦♠✳ ■ts ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ♣❤❛s❡✱ ❛♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❝♦♥t❡♥t✱ ✇❡r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s
❛♥❞ ❑❛♣✐t③❛ ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡② ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ t❤❡✐r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❇♦♥t♦③♦❣❧♦✉ ❛♥❞ P❛♣❛♣♦❧②♠❡r♦✉ ❬✹✸❪✳
❚❤❡ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ☞❧♠ ✌♦✇ ❛❧♦♥❣ ❛♥ ✐♥❝❧✐♥❡❞ ♣❡r✐♦❞✐❝ s✉❜str❛t❡ ✇✐t❤ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s
✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❜② ❆r❣②r✐❛❞✐ ❡t ❛❧✳ ❬✺✹❪✳ ❚❤❡② st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❡☛❡❝t ♦❢ ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥
st❡❡♣♥❡ss ♦♥ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ st❡❛❞② ✌♦✇✱ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ st❡❛❞② ✌♦✇ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✮ ❛♥❞
tr❛✈❡❧✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ ✇❛✈❡s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✮✳ ❚❤❡ st❡❛❞② ✐♥❡rt✐❛❧ ✌♦✇ ♦✈❡r t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s ❧❡❞ t♦ ❛
st❛t✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵❛✮✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛❞ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛s t❤❡
✇❛❧❧✱ ❛♥❞ ✇❛s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ r❡s♦♥❛♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❬✹✸❪ ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
❛t ❛ ♣❡❛❦ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵❜✱ ✶✳✶✵❝✮✳
❚r✐❢♦♥♦✈ ❬✹✹❪✱ ❲✐❡rs❝❤❡♠ ❡t ❛❧✳ ❬✺✺❪✱ ❛♥❞ P❛❦ ❛♥❞ ❍✉ ❬✺✷❪ r❡♣♦rt❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②
☞❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥ ☞❧♠s ♦✈❡r ✐♥❝❧✐♥❡❞ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢
❡❞❞✐❡s✳ ❚r✐❢♦♥♦✈ ❬✹✹❪ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✈✐s❝♦✉s ☞❧♠ ✌♦✇ ❞♦✇♥ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧✱ ❤❛r♠♦♥✐❝ s✉❜str❛t❡ ❜❛s❡❞
♦♥ ❜♦t❤ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❍❡ ❢♦✉♥❞ st❛❣♥❛t✐♦♥ ③♦♥❡s ❛♥❞ st✉❞✐❡❞ t❤❡✐r
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶✮✳ ❙t❛❣♥❛t✐♦♥ ③♦♥❡s ❛♣♣❡❛r❡❞
❛t ❜♦t❤ s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs✳ ❆t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs✱ ❛♥ ❡❞❞②✲❢r❡❡
✇✐♥❞♦✇ ✇❛s ❢♦✉♥❞✳ ❚❤✐s ❡❞❞② s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❜② t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ✇♦r❦ ♦❢
❲✐❡rs❝❤❡♠ ❡t ❛❧✳ ❬✺✺❪✳ ❚❤❡② st✉❞✐❡❞ ✐♥❡rt✐❛❧ ☞❧♠ ✌♦✇ ❞♦✇♥ ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧❧② ✉♥❞✉❧❛t❡❞ ✐♥❝❧✐♥❡
✐♥ ❜♦t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝s✳ ❲✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✱ ❡❞❞✐❡s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦
❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ tr♦✉❣❤s ♦❢ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷❛✱ ✶✳✶✷❜✮✳ ❆ ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢
t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❧❡❞ t♦ ❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❞❞✐❡s ✉♥t✐❧ t❤❡② ✈❛♥✐s❤❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✭❋✐❣✉r❡
✶✳✶✷❝✮✳ ❆t ❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡r ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs✱ t❤❡② r❡❛♣♣❡❛r❡❞ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛♥ ❡❞❞②✲❢r❡❡ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢
✷✸
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵✳✿ ✭❛✮ ❚❤❡ st❛t✐❝❛❧❧② ❞❡❢♦r♠❡❞ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❤❂▲✱ ❛t ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❘❡ ❂ ✸✶✺ ❛♥❞ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡
✬ ❂ ✸✳✹✍✱ ❢♦r ✇❛❧❧ st❡❡♣♥❡ss ❇❂▲ ❂ ✶❂✻✵ ✭❝r♦ss❡s✮✱ ✶❂✸✵ ✭❝✐r❝❧❡s✮✱ ❛♥❞ ✶❂✶✺ ✭tr✐❛♥❣❧❡s✮✳ ❚❤❡ ☞rst ❝✉r✈❡ ❤❛s ❜❡❡♥
❞✐s♣❧❛❝❡❞ ❢r♦♠ ✐ts tr✉❡ ♠❡❛♥ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ❢♦r ❝❧❛r✐t②✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ☞rst ✭sq✉❛r❡s✮✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✭❝✐r❝❧❡s✮ ❛♥❞ t❤❡
t❤✐r❞ ✭tr✐❛♥❣❧❡s✮ ❤❛r♠♦♥✐❝s ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♣r♦☞❧❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❘❡ ❢♦r ✬ ❂ ✸✳✹✍ ❛♥❞ ✇❛❧❧ st❡❡♣♥❡ss ❇❂▲ ❂ ✶❂✸✵✳
✭❝✮ ❙❛♠❡ ❛s ✭❜✮ ❢♦r ✇❛❧❧ st❡❡♣♥❡ss ✶❂✶✺✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ✐s ❤✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s
✐s ▲✱ t❤❡✐r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ❇✳ ❚❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✐s ❞❡☞♥❡❞ ❛s ❘❡ ❂ q❂✗✱ ✇✐t❤ q ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ✌♦✇ r❛t❡ ♣❡r
✉♥✐t ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ✗ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ t❤❡ ✌✉✐❞✳ ▼♦❞✐☞❡❞ ❛♥❞ r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❆r❣②r✐❛❞✐ ❡t
❛❧✳ ❬✺✹❪✳ ❝✌ ❆■P P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳
❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷❞✮✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s ✇✐♥❞♦✇✱ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ s❤❛♣❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❛❜r✉♣t❧②✳
❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ❝❛♠❡ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ s✉❞❞❡♥ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ ❛♥ ❛❜r✉♣t
tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ s❤❛♣❡ t②♣❡ ❢r♦♠ ❛♥❤❛r♠♦♥✐❝ ✇✐t❤ ❛ str♦♥❣ ✐♥❞❡♥t❛t✐♦♥ t♦ ❤❛r♠♦♥✐❝✳
❚❤❡ ❛♥❤❛r♠♦♥✐❝ s✉r❢❛❝❡ s❤❛♣❡ s❤♦✇❡❞ t②♣✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❛ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❥✉♠♣✱ ✇❤✐❝❤ ✈❛♥✐s❤❡❞
❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❞❞✐❡s ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ ❛t ❘❡②♥♦❧❞s
♥✉♠❜❡rs ✇❤❡r❡ t❤❡ ☞rst ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♥t♦✉r ✇❛s s✉✍❝✐❡♥t❧② str♦♥❣ r❡❣❛r❞❧❡ss
♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t s✉r❢❛❝❡ s❤❛♣❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡② ✐❞❡♥t✐☞❡❞ ❡❞❞② s✉♣♣r❡ss✐♦♥ t♦ ❜❡ ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
r❡s♦♥❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ ❡❞❞✐❡s ✐♥ t❤❡ tr♦✉❣❤s✱
❡❞❞✐❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝r❡sts ♦❢ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ❜② P❛❦
❛♥❞ ❍✉ ❬✺✷❪✳ ■♥ t❤❡✐r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞②✱ t❤❡ ❡❞❞② ♦♥ t❤❡ ❝r❡st ☞rst ❢♦r♠❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s
♥✉♠❜❡r ✇❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✾❛✱ ✶✳✾❜✮✱ t❤❡♥ ❞✐s❛♣♣❡❛r❡❞ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✾❝✮ ❛♥❞ r❡❛♣♣❡❛r❡❞ ❛❣❛✐♥
❛t ❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡r ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✾❞✮✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❡r✐☞❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡
❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❡❞❞✐❡s ♦♥ t❤❡ ❝r❡sts ♦❢ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s ✐s st✐❧❧ ❧❛❝❦✐♥❣✳
❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s✐❣♥✐☞❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ☞♥❞✐♥❣s ✐s t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♦❢ ❧✐q✉✐❞s ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r str✉❝t✉r❡❞ ♣❛❝❦✐♥❣s✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❛s st✉❞✐❡❞✱
❡✳❣✳✱ ❜② ❱❛❧❧✉r✐ ❡t ❛❧✳ ❬✺✻❪✳ ❚❤❡② ✉s❡❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ✈❡❧♦❝✐t②
♣r♦☞❧❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r str✉❝t✉r❡❞ s✉❜str❛t❡s ♦❢ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ♦r ❞♦✉❜❧② s✐♥✉s♦✐❞❛❧
s❤❛♣❡s ✇❤✐❝❤ r❡s❡♠❜❧❡❞ ▼❡❧❧❛♣❛❦❘✌ ♣❛❝❦✐♥❣s✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✐♥ ❝♦❛t✐♥❣ ✐♥❞✉str②✱ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢
❛ ❝♦❛t✐♥❣ ✐s ❞❡❝✐s✐✈❡ ❢♦r ✐ts q✉❛❧✐t②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❝♦❛t✐♥❣ q✉❛❧✐t② ❱❛r❝❤❛♥✐s ❡t ❛❧✳ ❬✺✼❪
♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② st✉❞✐❡❞ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❞✐☛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❛✐r ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ✐♥ t❤❡ tr♦✉❣❤s
♦❢ st❡❡♣❧② ✐♥❝❧✐♥❡❞ s✉❜str❛t❡s ✇❤✐❝❤ ❢❡❛t✉r❡❞ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧ tr❡♥❝❤❡s ♦❢ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s❤❛♣❡✳
✶✳✷✳✷✳ ❚❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✌♦✇
❉❡❝r✓❡ ❛♥❞ ❇❛r❡t ❬✺✽❪ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ t❤✐♥ ✈✐s❝♦✉s ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r
❜♦t❤ ♦♥❡✲ ❛♥❞ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥♦♥✲♣❡r✐♦❞✐❝ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s✳ ❙t❡♣s✱ tr❡♥❝❤❡s✱ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞
sq✉❛r❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ♦❢ ❞✐☛❡r❡♥t st❡❡♣♥❡ss ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡② ♠❡❛s✉r❡❞ ❢✉❧❧ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
✷✹
✶✳✷✳ ■♥❡rt✐❛❧ ✌♦✇
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
0.0
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)
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶✳✿ ❈♦♥t♦✉r ❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡ str❡❛♠❧✐♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋✐❧♠ ✌♦✇ ♦❢ ❛ ❧✐q✉✐❞ ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ✈✐s❝♦s✐t② ♦✈❡r ❛ ❝♦rr✉❣❛t❡❞
s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❆ ❂ ✵✳✶✼✺♠♠ ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ▲ ❂ ✶✳✺✼♠♠✳ ❚❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✐s ❞❡☞♥❡❞ ❛s ❘❡ ❂ ◗✵❂✗
✇✐t❤ ✌♦✇ r❛t❡ ◗✵ ❛♥❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② ✗✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ▼♦❞✐☞❡❞
❛♥❞ r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❚r✐❢♦♥♦✈ ❬✹✹❪✳ ❝✌ ❊❧s❡✈✐❡r✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷✳✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❛t❤❧✐♥❡s t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ str❡❛♠❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s r♦t❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✌✉① ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢r♦♠ ✭❛✮ t♦ ✭❞✮✳ ✭❛✮ ❘❡ ❂ ✾✿ ♥♦ ❡❞❞② ❛t ❧♦✇ ❘❡②♥♦❧❞s
♥✉♠❜❡rs✳ ✭❜✮ ❘❡ ❂ ✶✻✿ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥❡rt✐❛ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❞❞② ✐♥ t❤❡ tr♦✉❣❤ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥✳ ✭❝✮
❘❡ ❂ ✸✶✿ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥❡rt✐❛ ❢✉rt❤❡r✱ t❤❡ ❡❞❞② ✈❛♥✐s❤❡s✳ ✭❞✮ ❘❡ ❂ ✹✽✿ ✌♦✇ s❡♣❛r❛t✐♦♥ r❡❛♣♣❡❛rs ❛t ❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡r
❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs✳ ❇♦tt♦♠ ❝♦♥t♦✉r✿ ❧♦✇❡r ❜r✐❣❤t s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❧✐♥❡❀ ❧✐♥❡s ❜❡❧♦✇ ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡❧② ❜❡♥t ❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡s ❛r❡ r❡✌❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤❧✐♥❡s ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❈❤❛♥♥❡❧ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡✿
✽✍✳ ❚❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✐s ❞❡☞♥❡❞ ❛s ❘❡ ❂ ❴q❂✗ ✇✐t❤ ✌♦✇ r❛t❡ ❴q ❛♥❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② ✗✳ ▼♦❞✐☞❡❞ ❛♥❞ r❡♣r✐♥t❡❞
✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❲✐❡rs❝❤❡♠ ❡t ❛❧✳ ❬✺✺❪✳ ❝✌ ❆■P P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳
✷✺
✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✿ ❋r♦♠ ❝r❡❡♣✐♥❣ ✌♦✇ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠s ♦✈❡r t♦♣♦❣r❛♣❤②
Laser 675 nm Pinhole + Collimator
Stepping reference mirror
Beam splitter
Imaging lens Free surface
Mirror
CCD camera
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✸✳✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s❡t✉♣ ✉s❡❞ ❜② ❉❡❝r✓❡ ❛♥❞ ❇❛r❡t ❬✺✽❪ t♦ ♠❛♣ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ s❤❛♣❡
♦❢ ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ☞❧♠ ✌♦✇ ♦✈❡r ❧♦❝❛❧✐③❡❞ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ▼♦❞✐☞❡❞ ❛♥❞ r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥
❢r♦♠ ❉❡❝r✓❡ ❛♥❞ ❇❛r❡t ❬✺✽❪✳ ❝✌ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳
♠❛♣s ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ♣❤❛s❡✲st❡♣♣❡❞ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr②✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s❡t✉♣ ✐s s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✸✳ ❋♦r ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❝❛✉s❡❞
❛ st❛♥❞✐♥❣ ❝❛♣✐❧❧❛r② r✐❞❣❡ ✉♣str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ st❡♣✲❞♦✇♥ t♦♣♦❣r❛♣❤②✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ❆❧s♦ ❢♦r t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ❛ ❝❛♣✐❧❧❛r②
r✐❞❣❡ ❛r♦s❡ ✉♣str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ st❡♣✲❞♦✇♥ t♦♣♦❣r❛♣❤②✱ ♣❧❡❛s❡ s❡❡ t❤❡ ❜♦✇✲s❤❛♣❡❞ ❞❛r❦ r❡❣✐♦♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✹✳ ❋♦r t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤②✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ♣❡❛❦ ❧❡❞ t♦ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡
♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦✉t✇❛r❞s ✐♥ ❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ①✲❛①✐s ♦♥❧②✳ ❆ s♣❛♥✇✐s❡
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✇❛s ❝r❡❛t❡❞ t❤❛t r❡❧❛①❡❞ ✈❡r② s❧♦✇❧② ✐♥ t❤❡ ✇❛❦❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳
❍❡♥❝❡✱ t❤❡② s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❝❛♥ ♣❡rs✐st ♦✈❡r
❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s s❡✈❡r❛❧ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ✐ts❡❧❢✱
❛ ☞♥❞✐♥❣ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ❝♦❛t✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❜② ❉❡❝r✓❡ ❛♥❞ ❇❛r❡t ❬✺✽❪
✇❡r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ✌♦✇ ♦✈❡r ❜♦t❤ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❬✶✻✱ ✶✼❪ ❛♥❞
t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❬✸✵❪ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✇♦r❦ ❜② ❱❡r❡♠✐❡✐❡✈ ❡t ❛❧✳ ❬✺✾❪ st✉❞✐❡❞ ❣r❛✈✐t②✲
❞r✐✈❡♥ ✐♥❡rt✐❛❧ ✌♦✇ ♦❢ ❛ t❤✐♥ ✈✐s❝♦✉s ❧✐q✉✐❞ ♦✈❡r ❛ tr❡♥❝❤✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ♠♦❞❡❧❡❞ ✈✐❛
❛ ❞❡♣t❤✲❛✈❡r❛❣❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛❦✐♥ t♦ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❜♦✉♥❞❛r②✲❧❛②❡r
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❡t ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❛s s♦❧✈❡❞
✉s✐♥❣ ❢✉❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ st♦r❛❣❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐❣r✐❞✐♥❣✳ ❋♦r t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤②✱
t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ s✐❣♥✐☞❝❛♥t❧② ❛☛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❡rt✐❛✳
❆s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♣❛♥✇✐s❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✱ ✐♥❡rt✐❛ ❧❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ❝❛♣✐❧❧❛r② r✐❞❣❡ ❛♥❞ tr♦✉❣❤ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡☛❡❝ts ♦❢ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ t♦♣♦❣r❛♣❤②
❛s♣❡❝t r❛t✐♦ ✇❡r❡ s✐♠✐❧❛r❧② ❡①♣❧♦r❡❞✳ ■♥ t❤❡✐r s✉❜s❡q✉❡♥t ✇♦r❦ ❱❡r❡♠✐❡✐❡✈ ❡t ❛❧✳ ❬✻✵❪ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✌♦✇ ♦✈❡r ❞✐☛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s✱ ✐✳❡✳
❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ❛♥❞ tr❡♥❝❤✳ ❚❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❡r❡ s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ☞♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ☞❧♠ ✌♦✇✱ ❛♥❞ ❛ ❞✐r❡❝t ♣❛r❛❧❧❡❧
♠✉❧t✐❢r♦♥t❛❧ s♦❧✈❡r ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ♦✉t✲♦❢✲❝♦r❡ st♦r❛❣❡✳ ❚❤❛t ✇❛②✱ t❤❡② ✇❡r❡ ❛❜❧❡
t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ✌♦✇ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡✳ ❚❤❡✐r
r❡s✉❧ts ☞tt❡❞ ✇❡❧❧ t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❇❛①t❡r ❡t ❛❧✳ ❬✸✷❪ ✭❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ✐♥ ❙t♦❦❡s ✌♦✇✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥
✶✳✶✳✷✮ ❛♥❞ ❉❡❝r✓❡ ❛♥❞ ❇❛r❡t ❬✺✽❪ ✭tr❡♥❝❤✮✳
❆r❣②r✐❛❞✐ ❡t ❛❧✳ ❬✺✹❪ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ☞❧♠ ✌♦✇s ❛❧♦♥❣ ✐♥❝❧✐♥❡❞ ♣❡r✐✲
♦❞✐❝ s✉❜str❛t❡s ✇✐t❤ tr❛♥s✈❡rs❡✱ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s ♦❢ ❞✐☛❡r❡♥t st❡❡♣♥❡ss✳
❇❡②♦♥❞ t❤❡ ♣❡❛❦ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡
r❡s♦♥❛♥❝❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✌♦✇ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✮✱ ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉r❢❛❝❡
✷✻
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d
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✹✳✿ ❋❛❧s❡ ❝♦❧♦r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♦✈❡r ❛ sq✉❛r❡✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡♦r②✳
❆❧❧ s❝❛❧❡s✱ ❧❛t❡r❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧✱ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ r❡❞✿ ❤✶❂❚ ✙ ✵❀ ❞❛r❦ r❡❞✿ ❤✶❂❚ ❃ ✵❀ ❞❛r❦ ❣r❡❡♥✿ ❤✶❂❚ ❁ ✵✳
✇❂▲❞ ❂ ✶✳✺✹✱ ❚❂❤✶ ❂ ✵✳✷✺✳ ❚❤❡ ✌♦✇ ✐s ❢r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✳ ❚❤❡ tr❡♥❝❤ ❞❡♣t❤ ✐♥ ③✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❚ ✱ ❛♥❞ ✐ts ✇✐❞t❤ ✐♥
①✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇ ✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❝❛♣✐❧❧❛r② ❧❡♥❣t❤ ✐s ❞❡☞♥❡❞ ❛s ▲❞ ❂ ❤✶❂❈❛
✶❂✸ ❂ ✭✌❤✶❂✭✸✚❣ s✐♥☛✮✮
✶❂✸ ✇✐t❤ ❤✶ ❜❡✐♥❣ t❤❡
☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ❚❤❡ ✌✉✐❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ✌ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✚✳ ❚❤❡
❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐s ❣ ✱ t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✐s ☛✳ ❉❡❝r✓❡ ❛♥❞ ❇❛r❡t ❬✺✽❪
❞✐s❝✉ss❡❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♣r♦☞❧❡s ❤✶✭① ✱ ②✮❂❚ ❂ ✭❤✭① ✱ ②✮   ❤✶✮❂❚ t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ♦☛s❡t ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡
❛s②♠♣t♦t✐❝ t❤✐❝❦♥❡ss ❤✶✳ ❘❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❉❡❝r✓❡ ❛♥❞ ❇❛r❡t ❬✺✽❪✳ ❝✌ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳
♣❛tt❡r♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ❚❤✐s ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ tr❛♥s✈❡rs❡ ❛rr❛②s ♦❢ ❞❡♣r❡ss✐♦♥s ❛❧♦♥❣ ❝♦rr✉❣❛✲
t✐♦♥ ✈❛❧❧❡②s✳ ◆♦t❛❜❧② t❤❡ ♣❡❛❦ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♣❛tt❡r♥✱ ✇❛s ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ st❡❡♣♥❡ss ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❛♥❞ ❛♣♣❡❛r❡❞ ❛t ❛❧❧ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥s t❡st❡❞✳
❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ st✉❞② ❜② ❲❛♥❣ ❬✻✶❪ ✇❛s t❤❡ ☞rst t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣
♦✈❡r t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞♦✉❜❧② ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❧✐♠✐t ♦❢ ❧♦✇
❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ s♠❛❧❧ ✇❛✈✐♥❡ss✳ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧❡❞ t♦ ❛ s②st❡♠ ♦❢ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ s♠❛❧❧ ❛♠♣❧✐✲
t✉❞❡✱ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ s✐♠✐❧❛r str✉❝t✉r❡ ❛s t❤❡ ❜♦tt♦♠✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ♣❤❛s❡ ❧❛❣
❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❇♦t❤ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② tr❛♥s✈❡rs❡ ✌♦✇ ❞❡♣❡♥❞❡❞
♦♥ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✬s ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥④✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ▼♦r❡✲
♦✈❡r✱ ❤❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ♦♣t✐♠✉♠ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦ ♦❢ ♣r♦t✉❜❡r❛♥❝❡s ❢♦r ♠❛①✐♠❛❧ ✌♦✇
r❛t❡✳ ▲✉♦ ❛♥❞ P♦③r✐❦✐❞✐s ❬✻✷✱ ✻✸❪ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❡☛❡❝t ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ♦♥ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ☞❧♠ ✌♦✇ ♦✈❡r
t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞♦✉❜❧② ♣❡r✐♦❞✐❝ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s ❢♦r ☞♥✐t❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤❡✐r ❦❡②
✐❞❡❛ ✇❛s t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ s✉❜str❛t❡✬s ❣❡♦♠❡tr② ❛s ❛ ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ t❤r❡❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✌♦✇ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ tr❛♥s✈❡rs❡ ❛♥❞ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ✌♦✇s
♦✈❡r t❤❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ♦❜❧✐q✉❡ ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ❢♦✉♥❞ t❤❛t t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s ♠❛②
❡✐t❤❡r r❡❞✉❝❡ ♦r ❛♠♣❧✐❢② t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦✉♥✲
t❡r♣❛rts✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❛s t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❡☛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ♦❜❧✐q✉❡
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❡☛❡❝t✐✈❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r✱ ❝❛♣✐❧❧❛r② ♥✉♠❜❡r✱ ❛♥❞ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡ ❝♦♠✲
❜✐♥❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧✱ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② ❍❡✐♥✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✻✹❪ s❝r✉t✐♥✐③❡❞ t❤❡
❡☛❡❝t ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ♦♥ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✌♦✇ ♦✈❡r ❞✐☛❡r❡♥t t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦r✲
r✉❣❛t✐♦♥s ♦❢ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ s❤❛♣❡✳ ❆t ❜♦tt♦♠ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ☞❧♠
t❤✐❝❦♥❡ss ❝♦♠♣❧❡① ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ str✉❝t✉r❡s ❛♣♣❡❛r❡❞✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②
✇❛s ♥♦t ❢✉❧❧② ✌♦♦❞❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐q✉✐❞✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ ❛ r✐❝❤ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♣❛tt❡r♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛
❛♥❞ ❧❛♠✐♥❛r ♠✐①✐♥❣ ✇❛s r❡♣♦rt❡❞✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜str❛t❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞
✐♥❡rt✐❛ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✺✮✳
✷✼
✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✿ ❋r♦♠ ❝r❡❡♣✐♥❣ ✌♦✇ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠s ♦✈❡r t♦♣♦❣r❛♣❤②
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✺✳✿ ❙tr❡❛♠❧✐♥❡s ♦❢ ❝♦❧♦r❡❞ s✐❧✐❝♦♥❡ ♦✐❧ ✭r❡❞✮ ✐♥❥❡❝t❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❜✭① ✱ ③✮ ❂
❛ ❬❝♦s✭✷✙①❂✕✮ ✰ ❝♦s✭✷✙③❂✕✮❪ ❛♥❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ③ ❂ ✙ ✭❞❡❡♣❡st ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ tr♦✉❣❤s✮✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r
r❡❞ ❧✐♥❡s s❤♦✇ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ str❡❛♠❧✐♥❡s ❛r❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜❧✉❡ ❧✐♥❡s✳ ❘❡ ❂ ✽✳✷✳ ❚❤❡ ☞❧❧❡❞ ❝✐r❝❧❡s
✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠❛ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦♣❡♥ ❝✐r❝❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ❚❤❡ ✌♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s
❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t ✭①✲❞✐r❡❝t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✐s ❞❡☞♥❡❞ ❛s ❘❡ ❂ q❂✗ ✇✐t❤ t❤❡ ✌♦✇ r❛t❡ q ❛♥❞ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝
✈✐s❝♦s✐t② ✗✳ ❚❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❤❛s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✕✳ ❘❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❍❡✐♥✐♥❣ ❡t
❛❧✳ ❬✻✹❪✳ ❝✌ ❆■P P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳
✶✳✷✳✸✳ ■♥❡rt✐❛❧ ✌♦✇ ✇✐t❤ s✐❞❡✇❛❧❧s ❛s ❜♦✉♥❞✐♥❣ t♦♣♦❣r❛♣❤②
■♥ t❤❡ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ♦❢ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ s②st❡♠s✱ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ☞❧♠s ❛r❡ ♥❡✐t❤❡r
♣✉r❡❧② t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✻❛✮ ♥♦r ❛r❡ t❤❡② ✐♥☞♥✐t❡❧② ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
❚❤❡ ☞❧♠s ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② s✐❞❡✇❛❧❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❧❛ss ♦❢ ❜♦✉♥❞✐♥❣
t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r t❤✐♥♥❡r ☞❧♠s ✐♥ s❝✐❡♥t✐☞❝ ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s r❡q✉✐r❡s ❛ ❜❡tt❡r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡☛❡❝ts ♦❢ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s ♦♥ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ☞❧♠ ✌♦✇s✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ❜② ●✉❣❧❡r ❡t ❛❧✳ ❬✾❪ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ ❝✉rt❛✐♥ ❝♦❛t✐♥❣
❞✉❡ t♦ ❡❞❣❡s t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s ✐♥ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s✳ ❚❤❡② s✉♠♠❛r✐③❡❞ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s ♦♥ ❡❞❣❡ ♣r♦☞❧❡s ✐♥ ❝✉rt❛✐♥ ❝♦❛t✐♥❣ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t❡❞
♠❡t❤♦❞s t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❡❞❣❡ ✐ss✉❡s ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳
❙❝❤♦❧❧❡ ❛♥❞ ❆❦s❡❧ ❬✻✺❪ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✈✐s❝♦✲❝❛♣✐❧❧❛r② ✌♦✇ ✐♥ ❛♥ ✐♥❝❧✐♥❡❞✱ ✌❛t
❝❤❛♥♥❡❧ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② s✐❞❡✇❛❧❧s✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✌♦✇ ✐s st❡❛❞② ❛♥❞ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦☞❧❡ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s✱
✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤❡② ✉♥✈❡✐❧❡❞ ❛ str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦☞❧❡✱
t❤❡ ✬✈❡❧♦❝✐t② ♦✈❡rs❤♦♦t✬ ♥❡❛r t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s✱ ❢♦r ❝❛s❡s ✇✐t❤ ♠❡♥✐s❝✉s ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡
❛♣❡① ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✌♦✇ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✻❝✮✳ ■♥ t❤❡✐r s✉❜s❡q✉❡♥t ✇♦r❦✱ ❙❝❤♦❧❧❡ ❛♥❞ ❆❦s❡❧ ❬✻✻❪ ❞✐s❝✉ss❡❞
t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤✐♥ ☞❧♠ ❧✐♠✐t ❛♥❞ ☞❧♠ r✉♣t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✈✐s❝♦✲❝❛♣✐❧❧❛r② ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧
✌♦✇✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ☞❡❧❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ✌♦✇ r❛t❡ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠
H H
(a) Slip condition without capillary elevation
      (corresponds to two-dimensional case)
(b) No-slip condition without capillary elevation
(c) No-slip condition with capillary elevation (d) Capillary corner flow
B
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✻✳✿ ❈r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ☞❡❧❞ ❛♥❞ ✌♦✇ ❝♦♥☞❣✉r❛t✐♦♥s ❢♦r ❞✐☛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ s✐❞❡✇❛❧❧ ✐♥✌✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡
✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❝♦❧♦r✲❝♦❞❡❞✿ ❜❧✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ s❧♦✇ ❛♥❞ r❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❢❛st✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡
❝❤❛♥♥❡❧ ❤❛❧❢ ✇✐❞t❤ ❇ ❛♥❞ t❤❡ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❍✳ ▼♦❞✐☞❡❞ ❛♥❞ r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥
❢r♦♠ ❍❛❛s ❡t ❛❧✳ ❬✻✼❪✳ ●r❛②s❝❛❧❡ ✇❛s ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❝♦❧♦r✳ ❝✌ ❆■P P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳
✷✽
✶✳✸✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✼✳✿ ❙♣✐r❛❧✲❧✐❦❡ ♣❛t❤❧✐♥❡ ♣❛tt❡r♥s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈♦rt❡① ✐s ❞❡❢♦r♠❡❞
✐♥t♦ ❛ s♣✐r❛❧✳ ❚❤❡ ☞❧♠ ✌♦✇ ✇❛s ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ✉♣ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ tr❛❝❡r ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✌♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❛❧♦♥❣
t❤❡ ♠❡❛♥ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ✹✺✍ ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❝♦♥t♦✉r✳ ❚❤❡ s✉❜str❛t❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✐s ✷✵♠♠✱ ✐ts ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ✾♠♠✱
❛♥❞ t❤❡ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ✐s ✶✶✳✸✺♠♠✳ ❘❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❲✐❡rs❝❤❡♠ ❡t ❛❧✳ ❬✷✻❪✳ ❝✌ ❆■P P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳
❛ ♣✉r❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥t✳ ❘❡s❝❛❧✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝❛♣✐❧❧❛r② ❧❡♥❣t❤ t❤❡②
♣❛②❡❞ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ✈❛♥✐s❤✐♥❣❧② t❤✐♥ ☞❧♠s✱ ✇❤❡r❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② ❡☛❡❝ts ❜❡❝♦♠❡ ❞♦♠✐♥❛♥t✳
❚❤❡✐r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② ❡☛❡❝ts ❝❛✉s❡❞ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✌♦✇ r❛t❡ ❢♦r ❜♦t❤ t❤✐♥
❛♥❞ ✈❛♥✐s❤✐♥❣❧② t❤✐♥ ☞❧♠s✳ ❇❡②♦♥❞✱ t❤❡② ✐❞❡♥t✐☞❡❞ ❛ r✉♣t✉r❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❞❡☞♥✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
✌♦✇ r❛t❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ☞❧♠ r✉♣t✉r❡ ❛♥❞ ❝❛♣✐❧❧❛r② ❝♦r♥❡r ✌♦✇ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✻❞✮✳ ■♥ t❤❡✐r
❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❍❛❛s ❡t ❛❧✳ ❬✻✼❪ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡
✐♥✌✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s ♦♥ t❤✐♥ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ☞❧♠s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ st❡❛❞② ❛♥❞ ❞r❛✐♥✐♥❣ ✌♦✇✳
❚❤❡② ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ❡☛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♥♦✲s❧✐♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦✈❡rs❤♦♦t ❞✉❡
t♦ ❝❛♣✐❧❧❛r② ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
r❡❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠✳ P❧❡❛s❡ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✻ ❢♦r t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②
☞❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss✐☞❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✌♦✇ ❝♦♥☞❣✉r❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❞✐☛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ s✐❞❡✇❛❧❧ ✐♥✌✉❡♥❝❡s✳
❚♦ t❤❡ ❛✉t❤♦r✬s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ ❡☛❡❝ts ♦❢ ❝♦rr✉❣❛t❡❞ s✐❞❡✇❛❧❧s ♦♥ ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ ✌❛t ♦r
✇❛✈② ✐♥❝❧✐♥❡s ❤❛✈❡ ♥♦t ②❡t ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ♥♦ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❛s ❢♦✉♥❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
t❤❡ ✐♥✌✉❡♥❝❡ ♦❢ ✌❛t s✐❞❡✇❛❧❧s ♦♥ ☞❧♠ ✌♦✇s ♦✈❡r ✉♥❞✉❧❛t❡❞ ✐♥❝❧✐♥❡s ❡①♣❧✐❝✐t❧②✳ ❇♦t❤ ♣r♦❜❧❡♠
st❛t❡♠❡♥ts st✐❧❧ r❡♠❛✐♥ ❛s ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ♣❛♣❡r t♦ ♠❡♥t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ✐s t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞② ❜②❲✐❡rs❝❤❡♠ ❡t ❛❧✳ ❬✷✻❪✳ ■♥ t❤❡✐r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡
♦❢ t❤❡ ✈♦rt✐❝❡s ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ tr♦✉❣❤s ♦❢ ❞❡❡♣ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥
❝r❡❡♣✐♥❣ ✌♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✮✳ ❚❤❡② ❜r✐❡✌② ♦✉t❧✐♥❡❞ ❛ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✱ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜②
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s✱ t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t❡❞ ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ ❛ s❧✐❣❤t ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧
✇✐❞t❤✳ ❚❤✐s s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦ ❧❡❞ t♦ ❛ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦rt❡① ✐♥t♦ ❛ s♣✐r❛❧✳ ❙♣✐r❛❧✲❧✐❦❡
♣❛t❤❧✐♥❡ ♣❛tt❡r♥s✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✼✱ ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡s❡ ♣❛tt❡r♥s ✐♥❞✐❝❛t❡
❛ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ✌♦✇ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡s ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s✳ ❚❤✐s
♠✐①✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥ ✐♥☞♥✐t❡❧② ❡①t❡♥❞❡❞✱ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✌♦✇ ♦✈❡r ✐♥❝❧✐♥❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤②
✇✐t❤♦✉t s✐❞❡✇❛❧❧s✳
✶✳✸✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠
❋✐❧♠ ✌♦✇s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❝❛✉s❡✲t♦✲❡☛❡❝t ♣❛r❛❞✐❣♠✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❞✐r❡❝t
♣r♦❜❧❡♠ ✭❙❡❝t✐♦♥s ✶✳✶ ❛♥❞ ✶✳✷✮✳ ■t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ☞♥❞✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❛ s❡t ♦❢
❝❛✉s❡s ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✐s ❣✐✈❡♥ ❛♥❞
t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ✌♦✇ ☞❡❧❞ ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ■♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❡ ❝❛✉s❡s ❛♥❞
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✌♦✇ ❛r❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✳ ■♥
t❤✐s ❡☛❡❝t✲t♦✲❝❛✉s❡ ♣❛r❛❞✐❣♠✱ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦
✉♥❦♥♦✇♥ ✌♦✇ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ✐✳❡✳✱ ✉♥❦♥♦✇♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ✌♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦r ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❬✻✽❪✳
✷✾
✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✿ ❋r♦♠ ❝r❡❡♣✐♥❣ ✌♦✇ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠s ♦✈❡r t♦♣♦❣r❛♣❤②
❙❡❧❧✐❡r ❬✻✾❪ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ✉♥❦♥♦✇♥ s✉❜str❛t❡ s❤❛♣❡ ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❜② s♦❧✈✐♥❣
t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✌♦✇✳ ❍❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ❣♦✈❡r♥s t❤❡ ✌♦✇ ♦❢ ❛ t❤✐♥ ❧✐q✉✐❞ ☞❧♠ ❞♦✇♥ ❛♥ ✐♥❝❧✐♥❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤②✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧②
✐♥✈❡rt❡❞✳ ❆♥ ❡①❛❝t ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❜♦tt♦♠ s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✌♦✇ ☞❡❧❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚✇♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❝♦❛t✐♥❣ ✐♥❞✉str②
✇❡r❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✿ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✲
s✐❜✐❧✐t② t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ ❜♦tt♦♠ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❢♦r ❛ t❛r❣❡t ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♣r♦☞❧❡✳ ❍❡✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❆❦s❡❧ ❬✼✵❪
✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡ ✐♥✌✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ♦♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❜str❛t❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✐♥ st❡❛❞② t❤✐♥
☞❧♠ ✌♦✇✳ ❚❤❡② ✉s❡❞ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞✲r❡s✐❞✉❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧ ❜♦✉♥❞❛r②✲❧❛②❡r ♠❡t❤♦❞ ✭❲❘■❇▲✮ t♦ ♠♦❞❡❧
t❤❡ ✌♦✇ ✐♥ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤✐♥ ☞❧♠s ❛♥❞ ♠♦❞❡r❛t❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤❛t ✇❛②✱
t❤❡② ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇❡❞ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡
❢r♦♠ ❛ ❦♥♦✇♥ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡② ♣r❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❛s ❛ ♠♦♥♦❢r❡q✉❡♥t ♣❡r✐♦❞✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥
❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ✐♥✌✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❡rt✐❛✱ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss✱ ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✉❜str❛t❡✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ❍❡✐♥✐♥❣ ❬✼✶❪ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r r❡✲
❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ☞❡❧❞ ♦❢ ❛ ✈✐s❝♦✉s ❧✐q✉✐❞ ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r ✉♥❦♥♦✇♥ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❜❡②♦♥❞ t❤❡
❜♦r❞❡r❧✐♥❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤✐♥ ☞❧♠s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢✉❧❧ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞
t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❛s ♥♦t r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛♥② s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❧✐❡❞ ♦♥ ❛
❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❋♦r ❣✐✈❡♥ ✌✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❤❡ ✇❛s
❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❜♦t❤ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ☞❡❧❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ s❤❛♣❡✳ ❍❡
❝♦♥☞r♠❡❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ t❤✐♥ ☞❧♠ ❧✐♠✐t ❬✼✵❪✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❤❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
❲❘■❇▲ ❛♥❞ ☞♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✭❋❊▼✮ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛r❜✐tr❛r②
☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss❡s✳
❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✌♦✇s ❛t ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❘❡②♥♦❧❞s
♥✉♠❜❡rs ✇❛s ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ❍❡✐♥✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵❪✳ ■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
t❤❡② ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s s✉✍❝✐❡♥t t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡
❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❡❧❡✈❛t✐♦♥✱ t❤❡ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss✱ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜str❛t❡✬s ❣❡♦♠❡tr②✳ ■♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❆❦s❡❧ ❬✶✾❪✱
❍❡✐♥✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ✐♥❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ❛ ♣r❡s❝r✐❜❡❞
❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❇❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ ✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② ✉s❡❢✉❧ ❢❡❛t s✐♥❝❡ t❤❡ ✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r
✐♠♣♦rt❛♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠s s✉❝❤ ❛s s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt ❛♥❞ ❡r♦s✐♦♥ ✐♥ ❣❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ✌♦✇s✳ ❲✐t❤ t❤❡
❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❜♦✉♥❞❛r②✲❧❛②❡r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❍❡✐♥✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✼✷❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐t ✐s s✉✍❝✐❡♥t t♦
❦♥♦✇ ♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✈❡❧♦❝✐t② t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❡❧❡✈❛t✐♦♥✱ ☞❧♠ t❤✐❝❦✲
♥❡ss✱ ❛♥❞ s✉❜str❛t❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ❚❤❡② ❞❡r✐✈❡❞ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r ❜♦tt♦♠ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ ❛ ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦
❜❡ r♦❜✉st ❛❣❛✐♥st ♥♦✐s② ✐♥♣✉t ❞❛t❛✱ ❜✉t ✐ts ❛❝❝✉r❛❝② ❜❡❝❛♠❡ ❧✐♠✐t❡❞ ✇❤❡♥ ✈♦rt✐❝❡s ❛♣♣❡❛r❡❞✳
❆♥❥❛❧❛✐❛❤ ❡t ❛❧✳ ❬✼✸❪ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ☞❧♠s ♦❢ s❤❡❛r✲t❤✐♥♥✐♥❣
✌✉✐❞s ✌♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ ❛ s✉❜str❛t❡ ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ s❤❛♣❡✳ ❚❤❡② ✇❡r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ☞❧♠✬s
❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✉s✐♥❣ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦tt♦♠ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ❚❤❡r❡❢♦r✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛ss✉♠❡❞
❛ ♣♦✇❡r✲❧❛✇ ✌✉✐❞ ✭♣♦✇❡r✲❧❛✇ ✐♥❞❡① ♥ ❂ ✶ ❞❡♥♦t❡s ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✌✉✐❞✱ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡❞ ❛ ❲❘■❇▲ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐☛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ r❡❧❛t❡❞ t❤❡ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞
t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❡❧❡✈❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ ❢r♦♠ t✇♦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✿ ❡✐t❤❡r ☞♥❞✐♥❣
t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❢♦r ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✭t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✮ ♦r r❡✈❡rs❡ ✭t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠✮✳
❋♦r ❛ ✇❡❛❦❧② ✉♥❞✉❧❛t❡❞✱ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥ ❡①❛❝t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ s✉❜str❛t❡
❣❡♦♠❡tr② ✇❛s ❞❡r✐✈❡❞✳
❯s❤❛ ❛♥❞ ❆♥❥❛❧❛✐❛❤ ❬✼✹❪ ✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡ ✐♥✌✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s❧✐♣♣❡r② s✉❜str❛t❡ ♦♥ ❜♦tt♦♠ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱
r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❡❝❤♥✐❝❛❧ s②st❡♠s ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ s✉♣❡r❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ s✉r❢❛❝❡s✳ Pr❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❢r❡❡
✸✵
✶✳✹✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠ ✌♦✇s
s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✌♦✇✱ t❤❡✐r ❣♦❛❧ ✇❛s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❛
s❧✐♣♣❡r② s✉❜str❛t❡✳ ❚❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛♣❡rs ❜② ❙❡❧❧✐❡r ❬✻✾❪ ❛♥❞ ❍❡✐♥✐♥❣ ❛♥❞
❆❦s❡❧ ❬✼✵❪ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡♠ t♦ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ s❧✐♣♣❡r② ❜♦tt♦♠s✳ ■♥ t❤❡ st❡❛❞② ❝❛s❡✱
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ✇❡r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✉♥❞❡r ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r
❝r❡❡♣✐♥❣ ✌♦✇ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❲❘■❇▲ ❢♦r ✐♥❡rt✐❛❧ ✌♦✇✳ P❛rt✐❝✉❧❛r ❡♠♣❤❛s✐s ✇❛s ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ t❤❡ ❡☛❡❝ts ♦❢ t❤❡ s❧✐♣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛ ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤②
❢♦r ❞✐☛❡r❡♥t ♣r❡s❝r✐❜❡❞ s❤❛♣❡s ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✱ ✐✳❡✳✱ s✐♥✉s♦✐❞❛❧✱ tr❡♥❝❤✱ ❛♥❞ ❜❡❧❧✲s❤❛♣❡❞✳
❍❡✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❙❡❧❧✐❡r ❬✼✺❪ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ❬✷✵❪ ❜② ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t
t❤❡ ✌♦✇ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱ ❝r❡❡♣✐♥❣✱ t❤✐♥ ☞❧♠s ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛✈✐t② ✉s✐♥❣ ❛♥
✐♥✈❡rs✐♦♥ str❛t❡❣② ♦❢ t❤❡ ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡✐r ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ☞❧♠
t❤✐❝❦♥❡ss✱ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ☞❡❧❞✱ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ✇✐t❤ ♦♥❧② t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡
s✉r❢❛❝❡ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡② ❞❡r✐✈❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐☛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ✉♥❦♥♦✇♥
✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ s♦❧✈❡❞ t❤❡♠ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡② s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ str❛t❡❣② ✐s r♦❜✉st
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡①t❡r♥❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♥♦✐s② ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳
■♥ t❤❡ ❧❛st ②❡❛rs✱ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✌♦✇s ❤❛s ❣r♦✇♥ tr❡♠❡♥❞♦✉s❧② ✇✐t❤ t❤❡
♣r♦❣r❡ss ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ♥♦t
❧❡❢t ❛s✐❞❡ ❜② t❤✐s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❆ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ s✉r✈❡② ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✐♥✈❡rs❡
♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✌♦✇s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t r❡✈✐❡✇ ❛rt✐❝❧❡ ❜② ❙❡❧❧✐❡r ❬✻✽❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❞❡s♣✐t❡ ❛❧❧ r❡❝❡♥t ♣r♦❣r❡ss ✐♥ t❤✐s ☞❡❧❞ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✐♥❤❡r❡♥t❧② ♥♦t ✇❡❧❧
♣♦s❡❞✳ ❆♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② r❡♠❛✐♥s ❛s t❤❡ ✐❞❡♥t✐☞❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡✬s s❤❛♣❡ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜②
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❞✐☛❡r❡♥t t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❝❛♥ ❡①❤✐❜✐t ♦♥❧②
❜❛r❡❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡s ✇❤❡♥ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡s ❛♣♣❡❛r ❬✼✻❪✳
✶✳✹✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠ ✌♦✇s
✶✳✹✳✶✳ ❆ ❜r✐❡❢ r❡✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠s ♦✈❡r ✌❛t ✐♥❝❧✐♥❡s
❚✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✌♦✇
❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ❜❡❢♦r❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ☞❧♠s ♦✈❡r t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s✱
s♦♠❡ ✐ss✉❡s ♦♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ◆✉ss❡❧t ☞❧♠s ♦✈❡r ✌❛t ✐♥❝❧✐♥❡s ✇✐❧❧ s❤♦rt❧② ❜❡ r❡❝❛♣✐t✉❧❛t❡❞✳
■♥ t❤❡✐r ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❬✼✼❪ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❬✼✽❪ st✉❞✐❡s✱ P❥♦tr ❛♥❞ ❙❡r❣❡✐ ❑❛♣✐t③❛
✉♥✈❡✐❧❡❞ t❤❛t tr❛✈❡❧✐♥❣ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❛✈❡s ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧② ❛t t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛
❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ☞❧♠ ♦❢ ✇❛t❡r✱ ✐❢ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ✌✉① t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ❡①❝❡❡❞❡❞ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✽✮✳ ❆
❢❡✇ ②❡❛rs ❧❛t❡r✱ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❬✼✾❪ ❛♥❞ ❨✐❤ ❬✽✵❪ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛✈❡❧✐♥❣ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡
✇❛✈❡s ♦♥ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧❛♠✐♥❛r ❧✐q✉✐❞ ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ ✐♥❝❧✐♥❡❞✱ ✌❛t ♣❧❛♥❡s✳ ■♥ t❤❡✐r ❧✐♥❡❛r
st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡② ❛❞❛♣t❡❞ t❤❡ ❖rr✲❙♦♠♠❡r❢❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✽✶④✽✸❪ t♦ t❤✐♥ ☞❧♠ ✌♦✇s✳ ❚❤❡②
❢♦✉♥❞ t❤❛t ❛❧❧ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r ✐♥☞♥✐t❡❧② ❡①t❡♥❞❡❞ ✌❛t s✉❜str❛t❡s✱ ✐♥❝❧✐♥❡❞ ❜② t❤❡
❛♥❣❧❡ ☞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✱ ❜❡❝♦♠❡ ✉♥st❛❜❧❡ ❛t ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ❜❡②♦♥❞ ❘❡❝ ❂ ✭✺❂✹✮ ❝♦t☞✳
❚❤❡✐r r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❧✐♥❡❛r✱ ✐♥☞♥✐t❡❧② ❧♦♥❣ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡rs
❦ ✦ ✵ ❛♥❞ ✐♥☞♥✐t❡s✐♠❛❧❧② s♠❛❧❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳ ❆❜♦✈❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❘❡❝ ♦❢ t❤✐s
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✽✳✿ ❚✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✐❧❤♦✉❡tt❡s ♦❢ tr❛✈❡❧✐♥❣ ✇❛✈❡s t❤❛t ❛♣♣❡❛r ❛t t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ☞❧♠ ♦❢ ✇❛t❡r ✌♦✇✐♥❣
❞♦✇♥ ❛ ✌❛t ✐♥❝❧✐♥❡✳ ❋✐❣✉r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❑❛♣✐t③❛ ❛♥❞ ❑❛♣✐t③❛ ❬✼✽❪✳
✸✶
✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✿ ❋r♦♠ ❝r❡❡♣✐♥❣ ✌♦✇ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠s ♦✈❡r t♦♣♦❣r❛♣❤②
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✾✳✿ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ☞❧♠ ✌♦✇ ❛♣♣❛r❛t✉s ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ☞✳ ❚❤❡ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ✌♦✇ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠
✇✐t❤ ❛ ❜❛❧❧❛st t❛♥❦ ❢♦r ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❢♦r❝✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✌♦✇ r❛t❡ ✐♥t♦ t❤❡
❡♥tr❛♥❝❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ s❡t✉♣s t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧✱ t✐♠❡✲r❡s♦❧✈❡❞ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱ ✌♦✇ st❛❜✐❧✐t②
❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❛s ✇❡❧❧✱ ✐✳❡✳✱ ❧❛s❡r ❜❡❛♠ ❞❡✌❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✌✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✐♠❛❣✐♥❣✳ ❘❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ▲✐✉ ❡t
❛❧✳ ❬✽✼❪✳ ❝✌ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳
❧♦♥❣✲✇❛✈❡ ♣r✐♠❛r② ✐♥st❛❜✐❧✐t② t❤❡ ✌♦✇ ✇❛s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ✬❝♦♥✈❡❝t✐✈❡❧② ✉♥st❛❜❧❡✱✬ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s
t❤❛t s♠❛❧❧ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❛✈❡s ❣r♦✇ ✇❤✐❧❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ ❞♦✇♥str❡❛♠✳
❙✉❜s❡q✉❡♥t ✇♦r❦✱ ❡✳❣✳✱ ❜② ▲✐♥ ❬✽✹❪ ❛♥❞ ●❥❡✈✐❦ ❬✽✺❪✱ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
☞❧♠s ♦✈❡r ✐♥❝❧✐♥❡❞ ♣❧❛♥❡s ✐♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ ④ ♠❛✐♥❧② ❜✉✐❧t ♦♥ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❞♦♣t❡❞ ❜②
❇❡♥♥❡② ❬✽✻❪✿ ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ✐♥❡rt✐❛✱ ✈✐s❝♦s✐t②✱
❝❛♣✐❧❧❛r✐t②✱ ❛♥❞ ❤②❞r♦st❛t✐❝ ♣r❡ss✉r❡✳ ▲✐♥ ❬✽✹❪ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ☞♥✐t❡✲❛♠♣❧✐t✉❞❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧
✌♦✇ ✇✐t❤ ❛ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❜② ❞❡r✐✈✐♥❣ ❛ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
♦❢ ❧♦♥❣✲✇❛✈❡ s✉r❢❛❝❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ❍❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❝✉r✈❡
❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❣r♦✇✐♥❣ ✐♥☞♥✐t❡s✐♠❛❧ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ♠❛② ❞❡✈❡❧♦♣ ✐♥t♦ s❛t✉r❛t❡❞ ✇❛✈❡s ♦❢ s♠❛❧❧
❜✉t ☞♥✐t❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ✐s s✉✍❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✳ ❍✐s r❡s✉❧ts ☞tt❡❞ ✇❡❧❧ t♦ t❤♦s❡
♦❢ t❤❡ ❑❛♣✐t③❛✬s ❬✼✼✱ ✼✽❪✳ ●❥❡✈✐❦ ❬✽✺❪ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ☞♥✐t❡✲❛♠♣❧✐t✉❞❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ ✇❛✈❡s ✇❤✐❝❤
❛♣♣❡❛r❡❞ ❛t t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ✈✐s❝♦✉s ✌✉✐❞ ❧❛②❡r ✌♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ ❛♥ ✐♥❝❧✐♥❡❞ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡
❣r♦✇t❤ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ✉♥st❛❜❧❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r
❤❛r♠♦♥✐❝s ✇❛s st✉❞✐❡❞✳ ■♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❜② ▲✐♥ ❬✽✹❪ ❤❡ r❡♣♦rt❡❞ ♦♥ ❛ ❞❛♠♣✐♥❣
❡☛❡❝t ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ✐♥ ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❧❛♥❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢
s❛t✉r❛t❡❞ ☞♥✐t❡✲❛♠♣❧✐t✉❞❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❛✈❡s✳ ❆❜♦✉t t✇❡♥t② ②❡❛rs ❧❛t❡r✱ ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ❬✽✼❪ ❛♥❞ ▲✐✉ ❛♥❞
●♦❧❧✉❜ ❬✽✽❪ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ☞♥❞✐♥❣s ♦♥ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡
✐♥st❛❜✐❧✐t② ❬✼✾✱ ✽✵❪ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ s❛t✉r❛t❡❞ ✇❛✈❡s ❬✽✹✱ ✽✺❪ ✐♥ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ☞❧♠
✌♦✇ ♦✈❡r ✌❛t ✐♥❝❧✐♥❡s✳ ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ❬✽✼❪ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐♥ ❧✐q✉✐❞ ☞❧♠s
✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r ✐♥❝❧✐♥❡❞ ♣❧❛♥❡s ✇✐t❤ ❧❛s❡r ❜❡❛♠ ❞❡✌❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡t✉♣ t❤❡② ✉s❡❞ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✾ ❛♥❞ ✇❛s ❛ ♣r♦t♦t②♣❡ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❛❧s♦ ♦✈❡r t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ❉❡s♣✐t❡
t❤❡✐r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✇❛✈❡s ♦❢ s♠❛❧❧ ❜✉t ☞♥✐t❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡rs✱ t❤❡② ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦
❧♦❝❛t❡ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❛t t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧
❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❘❡❝ ❂ ✭✺❂✹✮ ❝♦t☞✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡s ❞❡♣❡♥❞❡❞ str♦♥❣❧② ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ✭♦r t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❢✮ ❛s s❤♦✇♥ ❡①❡♠♣❧❛r✐❧② ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✵❛✳ ▲✐✉ ❛♥❞ ●♦❧❧✉❜ ❬✽✽❪
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ ✐♥❝❧✐♥❡❞ ♣❧❛♥❡s ❛♥❞
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s t❤❛t ❝❛♥ ❢♦r♠ s✉✍❝✐❡♥t❧② ❢❛r ❞♦✇♥str❡❛♠✳ ❚❤❡② s❤♦✇❡❞ ❤♦✇
t❤❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❢❝ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
✸✷
✶✳✹✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠ ✌♦✇s
Stable
fc
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fm
fs
0 0.1 0.2 0.3
Wavenumber
6
4
2
0
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G
ro
w
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0
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10 2015 30 3525 40
Reynolds number
20
15
10
5
0
F
re
q
u
en
cy
 (
H
z)
(a) (b)
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✵✳✿ ✭❛✮ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss s♣❛t✐❛❧ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ✇❛✈❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ❢♦r ❣❧②❝❡r✐♥✲✇❛t❡r
☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r ❛ ♣❧❛♥❡✱ ✐♥❝❧✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ❛♥❣❧❡ ☞ ❂ ✹✳✻✍ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✳ ❚❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✐s ❘ ❂ ✷✸ ❛♥❞
t❤❡ ❲❡❜❡r ♥✉♠❜❡r ✐s ❲ ❂ ✻✷✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞✉❡ t♦ ❆♥s❤✉s
❛♥❞ ●♦r❡♥ ❬✹✽❪✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❇❡♥♥❡② ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✽✻❪ ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✮ ✐♥ ❬✽✼❪✮✳ ❘❡♣r✐♥t❡❞
✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ❬✽✼❪✳ ❝✌ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳ ✭❜✮ P❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❢ ❛♥❞ ❘❡②♥♦❧❞s
♥✉♠❜❡r s❤♦✇✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s r❡❣✐♠❡s ♦❢ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t②✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❛r② ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥
❛♥❣❧❡ ✐s ☞ ❂ ✻✳✹✍✱ ❛♥❞ ❛q✉❡♦✉s s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❣❧②❝❡r✐♥ ✭✺✹✪ ❜② ✇❡✐❣❤t✮ ✇❡r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❝✐r❝❧❡s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢
t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❢r❡q✉❡♥❝② ❢❝ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✐♥st❛❜✐❧✐t②✱ ❜❡❧♦✇ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡❧② ✉♥st❛❜❧❡✳ ❚❤❡
✉♣♣❡r s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ tr✐❛♥❣❧❡s s❤♦✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♣❧✐☞❡❞
❢r❡q✉❡♥❝② ❢♠✱ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡♠ ✐s ❛❧s♦ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❧✐♥❡❛r t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❢s s❡♣❛r❛t❡s t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❬✽✼❪ ❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞✐❛♠♦♥❞s ✇✐t❤ ❛ ❞❛s❤❡❞ tr❡♥❞✲❧✐♥❡✳ ❇❡t✇❡❡♥
❢s ❛♥❞ ❢❝ s❛t✉r❛t❡❞ ☞♥✐t❡✲❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇❛✈❡s ✇✐t❤ ♦♥❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❡r ♣❡r✐♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✳ ❇❡❧♦✇ ❢s ✱ ✇❛✈❡s ❡✈♦❧✈❡
✐♥t♦ ♠✉❧t✐♣❡❛❦❡❞ ✇❛✈❡❢♦r♠s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s✱ ❜② str♦♥❣❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❆♥♦t❤❡r ♣❤❛s❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❢✷✱ s❤♦✇♥ ❜② sq✉❛r❡s✱ s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ s✐❞❡❜❛♥❞ ❛♥❞ s✉❜❤❛r♠♦♥✐❝ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❡❝♦♥❞❛r② ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢
♣❡r✐♦❞✐❝ ✇❛✈❡s ❬✽✾❪✳ ❚❤❡ s✐❞❡❜❛♥❞ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✇❛✈❡s ♣r❡❞♦♠✐♥❛t❡s ❛❜♦✈❡ ❢✷✱ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜❤❛r♠♦♥✐❝
✐♥st❛❜✐❧✐t② ❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✭❛♥❞ ❝❧♦s❡ t♦ ❢♠✮✳ ❘❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ▲✐✉ ❛♥❞ ●♦❧❧✉❜ ❬✽✽❪✳
❝✌ ❆■P P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳ ■♥ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✱ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✐s ❞❡☞♥❡❞ ❛s ❘ ❂ ❤✵✉✵❂✗✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss
❤✵✱ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✉✵ ❂ ❣❤
✷
✵ s✐♥☞❂✭✷✗✮✱ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② ✗ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❣ ✳ ❚❤❡
❲❡❜❡r ♥✉♠❜❡r ✐s ❲ ❂ ✌❂✭✚❤✷✵❣ s✐♥☞✮ ✇✐t❤ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ✌ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✚ ♦❢ t❤❡ ✌✉✐❞✳
❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡② ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❢s ✇❤✐❝❤ s❡♣❛r❛t❡❞
t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❬✽✼❪✿ t❤❡ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ♦❢ s❛t✉r❛t❡❞ ☞♥✐t❡✲❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇❛✈❡s ❛❜♦✈❡
❢s ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❡❛❦❡❞ ❛♥❞ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❜❡❧♦✇✳ ❚❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✶✳✷✵❜ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❢✷✱ s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ s✐❞❡❜❛♥❞ ❛♥❞ s✉❜❤❛r♠♦♥✐❝ t✇♦✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❡❝♦♥❞❛r② ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✇❛✈❡s✱ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ▲✐✉ ❡t
❛❧✳ ❬✽✼❪✳
❚❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✌♦✇
❚❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ☞❧♠ ✌♦✇s ♦✈❡r ✌❛t ✐♥❝❧✐♥❡s ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞
t❤❡♦r② ❜②✱ ❡✳❣✳✱ ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ❬✾✵❪✳ ❚❤❡② s❤♦✇❡❞ ❛ ♣r✐♠❛r②✱ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡ ✭❦✱ ❢✮ t♦ ✐♥t❡r❛❝t
str♦♥❣❧② ✇✐t❤ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♦❜❧✐q✉❡ ✇❛✈❡s ✭❦✶✱❢✶✮ ❛♥❞ ✭❦✷✱❢✷✮ ✇❤❡♥ t❤❡② s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
♦❢ ♣❤❛s❡ s②♥❝❤r♦♥✐s♠✿ ❦ ❂ ❦✶ ✰ ❦✷✱ ❛♥❞ ❢ ❂ ❢✶ ✰ ❢✷✱ ✇❤❡r❡ ❦ ✐s t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r✳ ❇♦t❤
s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❛♥❞ s✉❜❤❛r♠♦♥✐❝ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞✳ ■♥ t❤❡ ☞rst ❝❛s❡✱ t❤❡
s♣❛♥✇✐s❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ✇❛✈❡ ❢r♦♥ts ❤❛❞ t❤❡ s❛♠❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣❤❛s❡✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❛♣♣❡❛r❡❞ ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❝✉r✈❡ ❢❝✱ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♦✉t ♦❢ ♣❤❛s❡ ❢♦r s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✇❛✈❡ ❢r♦♥ts ❛♥❞ ❤❡rr✐♥❣❜♦♥❡ ♣❛tt❡r♥s ❛♣♣❡❛r❡❞
✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✶✮✳
✸✸
✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✿ ❋r♦♠ ❝r❡❡♣✐♥❣ ✌♦✇ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠s ♦✈❡r t♦♣♦❣r❛♣❤②
a) b)
80 90
Downstream distance x (cm)
10080 90
Downstream distance x (cm)
100
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✶✳✿ ❙t❛❜✐❧✐③❡❞ ❤❡rr✐♥❣❜♦♥❡ ♣❛tt❡r♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② s✉❜❤❛r♠♦♥✐❝ ❛♥❞ ❞❡t✉♥❡❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ ❤❡rr✐♥❣❜♦♥❡
♣❛tt❡r♥s r❡s✉❧t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❜r♦❛❞ ❜❛♥❞ ♦❢ s✉❜❤❛r♠♦♥✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡s✳ ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ❬✾✵❪ s✉♣❡r♣♦s❡❞ s♠❛❧❧ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s
❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ❢ ❂✷ ✰ ✁❢ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♠❛r② t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡s ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ❢ ❛t t❤❡ ❡♥tr❛♥❝❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✱ ✇❤❡r❡ ❢ ✐s
✐♥ t❤❡ s✉❜❤❛r♠♦♥✐❝ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡② ❞❡☞♥❡❞ t❤❡ ✬❞❡t✉♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✬ ✖ ❂ ❥✁❢ ❥❂❢ ✳ ❚❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥
✐s ☞ ❂ ✹✳✵✍✱ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✐s ❘ ❂ ❤✵✉✵❂✗ ❂ ✺✵✳✺ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❤✵ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡❡
s✉r❢❛❝❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✉✵✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✐s ❢ ❂ ✶✹✳✵❍③✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡
✭❛✮ ❢✶ ❂ ❢ ❂✷ ❂ ✼✳✵❍③❀ ✭❜✮ ❢✶ ❂ ✻✳✺❍③✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡t✉♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✭❛✮ ✖ ❂ ✵ ❛♥❞ ✭❜✮ ✖ ❂ ✵✳✵✸✺✼✳
❘❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ❬✾✵❪✳ ❝✌ ❆■P P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳
❘❡✈✐❡✇s ❛♥❞ ❧❛t❡st ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts
❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ tr❛✈❡❧✐♥❣ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❛✈❡s ✐♥ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ☞❧♠ ✌♦✇s ♦✈❡r ✌❛t ✐♥❝❧✐♥❡s ✇❡r❡
t❤❡♥❝❡❢♦rt❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ✐♥t❡r❡st t♦ s❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs✳ ❆s t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ☞❧♠s ♦✈❡r
✉♥❞✉❧❛t❡❞ ✐♥❝❧✐♥❡s✱ ♣❧❡❛s❡ s❡❡ t❤❡ r❡✈✐❡✇s ❜② ❖r♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵❪ ❛♥❞ ❈r❛st❡r ❛♥❞ ▼❛t❛r ❬✶✷❪ ❢♦r
❛ ♠♦r❡ ♣r♦❢♦✉♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ ✇❛✈❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦✈❡r ✌❛t ✐♥❝❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦r r❡❢r❛✐♥s ❢r♦♠ ❛
❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♦♥ t❤✐s t♦♣✐❝✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❚r✐❢♦♥♦✈
❬✾✶❪ ✇❤♦ ✉s❡❞ ❞✐r❡❝t ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❋❧♦q✉❡t t❤❡♦r② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✇❛✈❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣
❞♦✇♥ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❧❛t❡✳
✶✳✹✳✷✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠s ♦✈❡r ✉♥❞✉❧❛t❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤②
▲♦❝❛❧✐③❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s
❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ t❤✐♥ ☞❧♠ ✌♦✇s ♦✈❡r ✌❛t ✐♥❝❧✐♥❡s ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧✐③❡❞
t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ❑❛❧❧✐❛❞❛s✐s ❛♥❞ ❍♦♠s② ❬✾✷❪ ❛♥❞ ❇✐❡❧❛r③ ❛♥❞ ❑❛❧❧✐❛❞❛s✐s
❬✾✸❪✳ ❑❛❧❧✐❛❞❛s✐s ❛♥❞ ❍♦♠s② ❬✾✷❪ st✉❞✐❡❞ t❤✐♥ ☞❧♠ ✌♦✇s ♦✈❡r ❛ st❡♣✲❞♦✇♥ t♦♣♦❣r❛♣❤②✱ t❤❡ st❡❛❞②
st❛t❡s ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①❛♠✐♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❜② ❑❛❧❧✐❛❞❛s✐s ❡t ❛❧✳ ❬✶✻✱ ✶✼❪✳ ❚❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡
✌♦✇ ♦✈❡r s✉❝❤ ❛ st❡♣✲❞♦✇♥ ❞❡✈❡❧♦♣s ❛ r✐❞❣❡ ❛t t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ r✐❣❤t ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❡♥tr❛♥❝❡ t♦
t❤❡ st❡♣ ✭♣❧❡❛s❡ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✮✳ ❙✉❝❤ ❝❛♣✐❧❧❛r② r✐❞❣❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥
t❤❡ ❝♦♥t❛❝t✲❧✐♥❡ ♠♦t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ♣❧❛♥❛r s✉❜str❛t❡ ❛♥❞ ❛r❡ ❛ ❦❡② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
❞r✐✈❡♥ ❝♦♥t❛❝t ❧✐♥❡ ✭♣❧❡❛s❡ s❡❡ ❖r♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵❪ ❛♥❞ ❈r❛st❡r ❛♥❞ ▼❛t❛r ❬✶✷❪ ❢♦r ❛♥ ❡❧❛❜♦r❛t❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ ♠♦✈✐♥❣ ❝♦♥t❛❝t ❧✐♥❡s✮✳ ❑❛❧❧✐❛❞❛s✐s ❛♥❞ ❍♦♠s② ❬✾✷❪ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ r✐❞❣❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡② s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡
♦♣❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ s②st❡♠ ❤❛s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❡❝tr✉♠ ❢♦r ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✇✐t❤ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡rs
❧❡ss t❤❛♥ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛❜♦✈❡ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❞✐s❝r❡t❡✳ ❚❤❡✐r ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✇❛s t❤❛t✱
✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ❞r✐✈❡♥ ❝♦♥t❛❝t ❧✐♥❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡ ❛♥ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❣r♦✇s ✐♥t♦ ✇❡❧❧✲❞❡☞♥❡❞ r✐✈✉❧❡ts✱
t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✲❞r✐✈❡♥ r✐❞❣❡ ✇❛s st❛❜❧❡ ❢♦r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣❡rt✐♥❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥s
❢♦r t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r✐❞❣❡ ✇❡r❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r✳ ❆t
✸✹
✶✳✹✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠ ✌♦✇s
1
2
3
4
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✷✳✿ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♣♣❛r❛t✉s ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❇♦♥t♦③♦❣❧♦✉ ✭❡✳❣✳✱ ✐♥ ❬✺✸✱ ✺✹❪✮ t♦ ♠❡❛s✉r❡
t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❢♦r t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ☞❧♠s ♦✈❡r ✉♥❞✉❧❛t❡❞ ✐♥❝❧✐♥❡s✳
✶✿ ♦✈❡r✌♦✇ t❛♥❦ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❤❡❛❞❀ ✷✿ ✐♠❛❣❡ ❣r❛❜❜✐♥❣ s②st❡♠❀ ✸✿ ❝♦rr✉❣❛t❡❞ s✉❜str❛t❡❀ ✹✿ ❯❱ ❧✐❣❤t
s♦✉r❝❡✳ ▼♦❞✐☞❡❞ ❛♥❞ r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❆r❣②r✐❛❞✐ ❡t ❛❧✳ ❬✺✹❪✳ ❝✌ ❆■P P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳
s♠❛❧❧ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡rs✱ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② r✐❞❣❡ ✇❛s ❞✉❡ t♦ ❛ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✌✉✐❞
✐♥ t❤❡ ✌♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❡t ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ❆t ♠♦❞❡r❛t❡
t♦ ❧❛r❣❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡rs✱ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ✇❛s ❞✉❡ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❛❝t✐♥❣ ✐♥ ❝♦♥❝❡rt ✇✐t❤ t❤❡
s♣❛♥✇✐s❡ ❝✉r✈❛t✉r❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❜② ❑❛❧❧✐❛❞❛s✐s ❛♥❞ ❍♦♠s② ❬✾✷❪ ✇❡r❡ s✉st❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ☞♥❞✐♥❣s
♦❢ ❇✐❡❧❛r③ ❛♥❞ ❑❛❧❧✐❛❞❛s✐s ❬✾✸❪✱ ✇❤♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② s♦❧✈❡❞ t❤❡ ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t✇♦✲ ❛♥❞
t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t❤✐♥ ☞❧♠ ✌♦✇ ♦✈❡r ❧♦❝❛❧✐③❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤②✱ ✐✳❡✳✱ st❡♣✲❞♦✇♥✱ st❡♣✲✉♣✱ tr❡♥❝❤✱ ❛♥❞
❤✉♠♣✳ ❚❤❡② ✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡ ❡☛❡❝ts ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ❛♥❞ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❢♦r❝❡s ❛♥❞ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t
t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❛s r❡♠❛r❦❛❜❧② st❛❜❧❡ ❛❣❛✐♥st ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
✐♥✌✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❡rt✐❛✿ t❤❡ r✐❞❣❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s tr❛✈❡❧❡❞
❞♦✇♥str❡❛♠ ❛♥❞ tr❛✐♥❡❞ ♦✉t ♦❢ t❤❡ r✐❞❣❡✳ ❆ ❞❡st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥ tr❛♥s✈❡rs❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❧❛r❣❡✲❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ❉✓❛✈❛❧♦s✲❖r♦③❝♦ ❬✾✹❪
st✉❞✐❡❞ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ t❤✐♥ ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r s✉❜str❛t❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐str✐❜✉t❡❞
✐♥ ❛ s♠❛❧❧ s♣❛❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❍❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✐♥ ❛ ☞♥✐t❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❜② s♠♦♦t❤
❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❜❛s❡❞ ❤✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✇♦r❦ ♦♥ ❛ ♠♦❞✐☞❡❞ ❇❡♥♥❡② ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✽✻✱ ✾✺❪✳ ❍✐s r❡s✉❧ts
✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❛t t❤✐s t②♣❡ ♦❢ s♠♦♦t❤✱ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ ❤❛✈❡ ❛ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❡☛❡❝t ♦♥
t❤❡ ✌♦✇✱ ✐✳❡✳✱ ❝❛♥ ❛❝t ❛s ❛ ♣❛ss✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ☞❧t❡r t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳
❲❡❛❦ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s
❚❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r ✇❡❛❦✱ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧✱ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s✉❜str❛t❡ ✉♥❞✉✲
❧❛t✐♦♥s ✇❛s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❜② ❱❧❛❝❤♦❣✐❛♥♥✐s ❛♥❞ ❇♦♥t♦③♦❣❧♦✉ ❬✺✸❪ ❛♥❞ ❆r❣②r✐❛❞✐ ❡t
❛❧✳ ❬✺✹❪✳ ❚❤❡② ✉s❡❞ ❛ ✌✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✷✮ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
☞❧♠ ❤❡✐❣❤t ✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❛ ❢❡✇ ♠✐❝r♦♥s✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡
tr❛✈❡❧✐♥❣ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s r❡♠❛✐♥❡❞ s♠❛❧❧✱ t❤❡② ✇❡r❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ st❛t✐❝❛❧❧② ❞❡❢♦r♠❡❞ ❢r❡❡ s✉r✲
❢❛❝❡ ✭♣❧❡❛s❡ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷ ❢♦r ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ r❡s♦♥❛♥❝❡✮✱ ❛♥❞ ♠❛♥✐❢❡st❡❞ ♦♥❧② ❛s s♠❛❧❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s
✐♥ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ♣❛tt❡r♥✳ ❋✉rt❤❡r ❞♦✇♥str❡❛♠✱ t❤❡② ❡✈♦❧✈❡❞ ✐♥t♦
❧❛r❣❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❡❛❦❡❞ ❤✉♠♣s✳ ❚❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ ✇❛✈❡s ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❛ r❡❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝②✱
✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❢♦r❝✐♥❣ ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥
♣r♦❝❡ss✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ ✌♦✇ st❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡✐r ❦❡② ☞♥❞✐♥❣ ✇❛s ❛ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇
✸✺
✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✿ ❋r♦♠ ❝r❡❡♣✐♥❣ ✌♦✇ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠s ♦✈❡r t♦♣♦❣r❛♣❤②
❛t ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❝❡❡❞❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
✌♦✇ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❧❡❞ t♦ ❜♦t❤ ❛ t❡♠♣♦r❛r② ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ ❛ r❡❝❡ss✐♦♥ ♦❢ s♦❧✐t❛r②
✇❛✈❡s✳ ❆r❣②r✐❛❞✐ ❡t ❛❧✳ ❬✺✹❪ st✉❞✐❡❞ ❜❛s✐❝❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❡☛❡❝t ♦❢ ❝♦r✲
r✉❣❛t✐♦♥ st❡❡♣♥❡ss ♦♥ st❡❛❞② ✭❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✮ ❛♥❞ ✉♥st❡❛❞② ☞❧♠ ✌♦✇✳ ❚❤❡✐r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇❡❞
t❤❛t t❤❡ st❛❜✐❧✐t② t❤r❡s❤♦❧❞✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✱ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❞r❛st✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡
❝♦rr✉❣❛t✐♦♥ st❡❡♣♥❡ss✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✇❛s ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❢♦r s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s ❜②
❲✐❡rs❝❤❡♠ ❛♥❞ ❆❦s❡❧ ❬✾✻❪✳ ❚❤❡② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❧✐q✉✐❞ ☞❧♠
✌♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ ❛♥ ✐♥❝❧✐♥❡❞ ✇❛✈② ♣❧❛♥❡ ♦❢ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ s❤❛♣❡✳ ❚❤❡✐r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❜❛s❡❞
♦♥ ❛ ❧♦♥❣✲✇❛✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ✌♦✇ ♦✈❡r ❛ ✌❛t
✐♥❝❧✐♥❡✱ ❛ ❧♦♥❣✲✇❛✈❡ t②♣❡ ♣r✐♠❛r② ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✇❛s ❢♦✉♥❞✱ ❜✉t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❢♦r
t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❛✈❡s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛✈✐♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s✉❜str❛t❡✳ ❚❤❡✐r ☞♥❞✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❧♦♥❣✲✇❛✈❡ ❜♦tt♦♠ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ t❡♥❞s t♦ st❛✲
❜✐❧✐③❡ t❤❡ ✌♦✇ ✇❛s ❝♦♥☞r♠❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❜② ❲✐❡rs❝❤❡♠ ❡t ❛❧✳ ❬✾✼❪ ✇❤♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❡☛❡❝t
♦❢ ❧♦♥❣ ✉♥❞✉❧❛t❡❞ s✉❜str❛t❡s ♦♥ t❤✐♥ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ☞❧♠s✱ ❜♦t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛♥❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②
✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❋❧♦q✉❡t ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡② ✉♥✈❡✐❧❡❞ ❛ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❡☛❡❝t ♦❢ ✇❡❛❦❧② ❝♦rr✉❣❛t❡❞
s✉❜str❛t❡s✱ ✐✳❡✳✱ ❛ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❝✉r✈❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✸❛✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r
✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✸❜✮✳ ●❡♥❡r❛❧ ❝♦♥s❡♥s✉s ♦❢ t❤❡s❡ ❡❛r❧② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❬✺✸✱ ✺✹✱ ✾✻✱ ✾✼❪ ✇❛s t❤❛t ❛ s❧✐❣❤t❧②
❝♦rr✉❣❛t❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤② st❛❜✐❧✐③❡s t❤❡ ☞❧♠ ✌♦✇ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ◆✉ss❡❧t ✌♦✇ ♦✈❡r
❛ ✌❛t ✐♥❝❧✐♥❡✳ ❆ ♠✐♥♦r s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✇❛s r❡♣♦rt❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡
♥❡✉tr❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❝✉r✈❡ ✭❛ ❧♦♥❣✲✇❛✈❡ t②♣❡ ♣r✐♠❛r② ✐♥st❛❜✐❧✐t②✮ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ r❡♠❛✐♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧②
✉♥❛☛❡❝t❡❞✳
◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❜② ❚r✐❢♦♥♦✈ ❬✾✽✱ ✾✾❪ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣r❛✈✐t②✲
❞r✐✈❡♥ ✈✐s❝♦✉s ☞❧♠ ✌♦✇s ❛❧♦♥❣ ✇❡❛❦ ❛♥❞ ♠♦❞❡r❛t❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s ♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡
♦❢ ❑❛♣✐t③❛ ❛♥❞ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs✳ ❍✐s ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✐♥t❡❣r❛❧ ❜♦✉♥❞❛r②✲❧❛②❡r ❬✾✽❪
❛♥❞ ❢✉❧❧✲s❝❛❧❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s♣❡❝tr❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ♣♦❧②♥♦♠✐✲
❛❧s✮ ❬✾✾❪ ✉♥✈❡✐❧❡❞ t❤❛t s✉❜str❛t❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s st❛❜✐❧✐③❡ t❤❡ ✌♦✇ s✐❣♥✐☞❝❛♥t❧② ✐❢ t❤❡② ♣r♦✈♦❦❡ ❛
s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ◆✉ss❡❧t ✌♦✇✳
❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s ❤❛❞ ❛ ❞❡st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❡☛❡❝t ♦♥ t❤❡ ✌♦✇ ✐❢ t❤❡✐r ♣❡r✐♦❞ ✬♠❛t❝❤❡❞✬ ✇✐t❤
t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr✉✲
❣❛t✐♦♥✬s ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ◆✉ss❡❧t ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❜❡✐♥❣ ♦❢ ❛❜♦✉t t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡✱ ❚r✐❢♦♥♦✈ ❬✾✾❪
❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ s✐♠♣❧✐☞❡❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t
✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡✐r ❢✉❧❧ st❛t❡♠❡♥t✳ ❉✓❛✈❛❧♦s✲
❖r♦③❝♦ ❬✾✺❪ ♠♦❞✐☞❡❞ t❤❡ ❇❡♥♥❡② ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✽✻❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
s♠❛❧❧ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t♦ s❝r✉t✐♥✐③❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥
t❤✐♥ ☞❧♠ ✌♦✇s ♦✈❡r s♠♦♦t❤❧② ❞❡❢♦r♠❡❞ s✉❜str❛t❡s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ s❛♠❡ s②st❡♠ st✉❞✐❡❞ ❜② ❲✐❡rs❝❤❡♠
❛♥❞ ❆❦s❡❧ ❬✾✻❪✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ☞❧♠✬s ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❡☛❡❝ts
♦❢ ✐♥❡rt✐❛✱ ✈✐s❝♦s✐t②✱ ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛❞ ❛ ❢♦r❝✐♥❣ t❡r♠ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡❞ t♦ ♣❡r✐♦❞✐❝
t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❤✐tt✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❍❡ st❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❡☛❡❝t
♦❢ ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ s✉❜str❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② st❡❡♣❡♥✐♥❣ ✐ts ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s✳
❉❡❡♣ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s✿ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❡☛❡❝ts ♦♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② t❤r❡s❤♦❧❞
❍❡✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❆❦s❡❧ ❬✼✵✱✶✵✵❪ ❛♥❞ ❉✬❆❧❡ss✐♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✶❪ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❡☛❡❝t ♦❢ s✉r❢❛❝❡
t❡♥s✐♦♥✱ ✐♥❡rt✐❛ ❛♥❞ t♦♣♦❣r❛♣❤② st❡❡♣♥❡ss ♦♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠ ✌♦✇s ❛❧♦♥❣ ✐♥❝❧✐♥❡s ❡①❤✐❜✐t✐♥❣
st❡❡♣ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s✳ ●❡♥❡r❛❧ ❝♦♥s❡♥s✉s ♦❢ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❬✼✵✱✶✵✵✱✶✵✶❪ ✇❛s t❤❛t
t❤❡ ✌♦✇ ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❜❡ st❛❜✐❧✐③❡❞ ♦r ❞❡st❛❜✐❧✐③❡❞ ❜② st❡❡♣ s✉❜str❛t❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✌✉✐❞✳ ❍❡✐♥✐♥❣ ❛♥❞
❆❦s❡❧ ❬✼✵❪ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜♦t❤ t❤❡ st❡❛❞② s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞✱ ✐♥ ❛♥ ✉♥❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
✸✻
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BC50cs with BC10cs
Wavy Bottom Theory
Flat Bottom Theory
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✸✳✿ ✭❛✮ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝✉r✈❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r ✇❛✈② ✐♥❝❧✐♥❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
❲✐❡rs❝❤❡♠ ❡t ❛❧✳ ❬✾✼❪ ❛♥❞ ❢♦r ❛ ✌❛t ✐♥❝❧✐♥❡ ❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡ t❤✐♥ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
r❡s✉❧t ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ t❤✐♥ ☞❧♠ ♣❛r❛♠❡t❡r ✍ ❂ ✷✙❤❂✕ ✈❛r✐❡❞ ❜❡t✇❡❡♥
✵✳✵✻✺ ❛♥❞ ✵✳✵✼✸✳ ❚❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② st❡❡♣♥❡ss ✇❛s ✏ ❂ ✷✙❛❂✕ ❂ ✷✙ ✁ ✵✳✵✺✱ t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ✇❛s ☛ ❂ ✹✺✍ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡
❇♦♥❞ ♥✉♠❜❡r ✶❂❇♦ ❂ ✹✙✷❧✷❈❛❂✭✕
✷ s✐♥☛✮ ❂ ✵✳✵✵✷ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② ❧❡♥❣t❤ ❧❈❛ ❂ ❬✛❂✭✚❣✮❪
✶❂✷✳ ❚❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✬s
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ❛ ❛♥❞ ✐ts ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✐s ✕✳ ❚❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ✐s ❤ ❂ ❬✸✑ ❴◗❂✭✚❣ s✐♥☛✮❪✸❂✷ ✇✐t❤ ❴◗ ❜❡✐♥❣ t❤❡
✌♦✇ r❛t❡✳ ❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✌✉✐❞ ✐s ✛✱ ✐ts ❞❡♥s✐t② ✐s ✚ ❛♥❞ ✐ts ❞②♥❛♠✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② ✐s ✑✳ ❚❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧
❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐s ❣ ✳ ✭❜✮ ▼✐♥✐♠✉♠ ❝r✐t✐❝❛❧ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ t♦ ✵❍③❀ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝✉r✈❡ ❢♦r t❤❡ ✇❛✈② s✉❜str❛t❡ ✐s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
❲✐❡rs❝❤❡♠ ❡t ❛❧✳ ❬✾✼❪✳ ❚❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② st❡❡♣♥❡ss ✇❛s ✏ ❂ ✷✙ ✁ ✵✳✵✺✳ ▼♦❞✐☞❡❞ ❛♥❞ r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠
❲✐❡rs❝❤❡♠ ❡t ❛❧✳ ❬✾✼❪✳ ❝✌ ❙♣r✐♥❣❡r ◆❛t✉r❡✳
st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐♥ ☞❧♠ ✌♦✇ ♦✈❡r s✐♥✉s♦✐❞❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❜♦tt♦♠ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
✭♣❧❡❛s❡ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✮✳ ❋r♦♠ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠
t❤❡② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ❜♦tt♦♠ ♣r♦☞❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐ts❡❧❢ s❡r✈❡❞ ❛s st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s✳
■♥st❡❛❞ ♦❢ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❜♦tt♦♠ t♦♣♦❣r❛♣❤②✱ t❤❡② ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ st❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡② tr❛♥s❢❡rr❡❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡② ❛♣♣❧✐❡❞ ♠♦♥♦❞r♦♠② t❤❡♦r② ❬✶✵✷❪ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡♣♦rt❡❞
t❤❛t t❤❡ s✉❜str❛t❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s ❤❛❞✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❡☛❡❝t ♦♥ t❤❡ ✌♦✇✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✇❤❡♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ✇❛s s✉✍❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱ ❛ ❞❡st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
❜② ❉✬❆❧❡ss✐♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✶❪ ✇❛s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✐☞❡❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ❜♦✉♥❞❛r②✲❧❛②❡r
❡q✉❛t✐♦♥s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❘✉②❡r✲◗✉✐❧ ❛♥❞ ▼❛♥♥❡✈✐❧❧❡ ❬✶✵✸❪ ❢♦r ✌♦✇s ♦✈❡r ❡✈❡♥ s✉❜str❛t❡s t♦ ✌♦✇s
♦✈❡r t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ❆ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ st❡❛❞② ✌♦✇ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② t❛❦✐♥❣
❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❋❧♦q✉❡t✲❇❧♦❝❤ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡✐r ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✇❛s t❤❛t✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❢♦r ✇❡❛❦ t♦
♠♦❞❡r❛t❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ✭❧❛r❣❡ ❲❡❜❡r ♥✉♠❜❡rs✮✱ ❜♦tt♦♠ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❛❝ts t♦ st❛❜✐❧✐③❡ t❤❡ ✌♦✇✳
❋♦r str♦♥❣❡r s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ✭s♠❛❧❧ ❲❡❜❡r ♥✉♠❜❡rs✮✱ ❜♦tt♦♠ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❝❛♥ ❞❡st❛❜✐❧✐③❡ t❤❡
✌♦✇ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s ✐s s✉✍❝✐❡♥t❧② s❤♦rt✳ ❲❤✐❧❡
t❤❡ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❡☛❡❝t ♦❢ s✉❜str❛t❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ♦♥ ☞❧♠ ✌♦✇s ❤❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ❜②
❲✐❡rs❝❤❡♠ ❡t ❛❧✳ ❬✾✼❪ ❢♦r ✇❡❛❦ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❇❛❧♠❢♦rt❤ ❛♥❞ ▼❛♥❞r❡ ❬✶✵✹❪ ❢♦r ③❡r♦ s✉r❢❛❝❡
t❡♥s✐♦♥✱ ❉✬❆❧❡ss✐♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✶❪ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❞❡st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❡☛❡❝t ♦❢ ❜♦tt♦♠
t♦♣♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ❜② ❍❡✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❆❦s❡❧ ❬✼✵❪✳ ❍❡✐♥✐♥❣
❛♥❞ ❆❦s❡❧ ❬✶✵✵❪ st✉❞✐❡❞ ❡☛❡❝ts ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ♦♥ ❛ t❤✐♥ ☞❧♠ ♦❢ ❛ ♣♦✇❡r✲❧❛✇
❧✐q✉✐❞ ✌♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ ❛♥ ✐♥❝❧✐♥❡❞ ✇❛✈② ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✭♣♦✇❡r✲❧❛✇ ✐♥❞❡① ♥ ❂ ✶
❞❡♥♦t❡s ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✌✉✐❞✱ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✮✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈♦♥ ❑✓❛r♠✓❛♥✲
P♦❤❧❤❛✉s❡♥ ♠❡t❤♦❞ ❬✶✵✺✱ ✶✵✻❪ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ❜♦✉♥❞❛r②✲❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ t❤❡
✌♦✇ r❛t❡ ✇❛s ❞❡r✐✈❡❞✳ ❋♦r ✇❡❛❦❧② ✉♥❞✉❧❛t❡❞ s✉❜str❛t❡s✱ t❤❡② s♦❧✈❡❞ t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥
❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❜② ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ ❛ r❡s♦♥❛♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡
✇✐t❤ t❤❡ ✇❛✈② ✐♥❝❧✐♥❡✳ ❆ st✉❞② ♦♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❇♦♥❞ ♥✉♠❜❡r r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❤❛❞
✸✼
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0
1
2
3 ξ
ω
Reynolds number
0 2 4 6 8
0
*
Reynolds number
0 5 1510
*
numerics
experiments
20 25 30
0
5
10
15
f 
(H
z
)
0.2
0.3
0.4
a) b)
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✹✳✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ♦❢ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r st❡❡♣ s✐♥✉s♦✐❞❛❧
❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s✳ ✭❛✮ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❢r❡q✉❡♥❝② ✦ ✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✹✼❪✮ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s
♥✉♠❜❡r ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ st❡❡♣♥❡ss ✘ ❂ ❛❂❞ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✇❛s ❛ ❛♥❞ t❤❡ st❡❛❞②✲
st❛t❡ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ✇❛s ❞ ✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✌✉✐❞s ✇✐t❤ ♣♦✇❡r✲❧❛✇ ✐♥❞❡① ♥ ❂ ✶✳ ❚❤❡ str❡ss t❡♥s♦r
✇❛s ❞❡☞♥❡❞ ❛s ✜✐ ❥ ❂ ✷✑♥✭✷❉❦❧❉❦❧✮
✭♥ ✶✮❂✷❉✐ ❥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❙♣✉r❦ ❛♥❞ ❆❦s❡❧ ❬✶✺❪✳ ❉❛t❛ ❢r♦♠ ❬✶✵✵❪✳ ✭❜✮ ❋r❡q✉❡♥❝② ❢ ♦❢
t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ s❤♦✇s ❛ s❡❣♠❡♥t❡❞ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡
✐s❧❡ ✭✯✮✳ ❉❛t❛ ❢r♦♠ ❬✶✵✼✱ ✶✵✽❪✳ ▼♦❞✐☞❡❞ ❛♥❞ r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❙❝❤⑧♦r♥❡r ❛♥❞ ❆❦s❡❧ ❬✶✶✹❪✳ ❝✌ ❆■P
P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳
❛ s✐❣♥✐☞❝❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ☞❧♠✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✌✉✐❞s✱ s♠❛❧❧ ✐♥✈❡rs❡
❇♦♥❞ ♥✉♠❜❡rs ❛❧✇❛②s ❧❡❞ t♦ ❛ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥✱ ❤✐❣❤❡r ✐♥✈❡rs❡ ❇♦♥❞ ♥✉♠❜❡rs t♦ ❛ ❞❡st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✌♦✇ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ◆✉ss❡❧t ✌♦✇ ♦✈❡r ❛ ✌❛t ✐♥❝❧✐♥❡✳
❉❡❡♣ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s✿ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ♣❛tt❡r♥s
❘❡❝❡♥t r❡s❡❛r❝❤ ❬✼✻✱✶✵✵✱✶✵✼④✶✶✹❪ r❡✐♥❢♦r❝❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s ☞♥❞✐♥❣s ♦♥ ✌♦✇ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡st❛❜✐✲
❧✐③❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❡☛❡❝ts ❛♥❞ r❡♣♦rt❡❞ ♦♥ s❡✈❡r❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ♦❢ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ st❡❡♣ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s✳
P❛tt❡r♥s ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ✇❡r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ ❞✐☛❡r✐♥❣ s✐❣♥✐☞❝❛♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦♥❣✲✇❛✈❡
t②♣❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✌♦✇s ♦✈❡r ✌❛t ✐♥❝❧✐♥❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✹❛✱ t♦♣♦❣r❛♣❤② st❡❡♣♥❡ss
✏ ❂ ✵✮✳ ❍❡✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❆❦s❡❧ ❬✶✵✵❪ ✇❡r❡ t❤❡ ☞rst t♦ r❡♣♦rt ♦♥ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡ ✐s❧❡ ✐♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ♦❢ ❛ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠ ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r ❞❡❡♣ s✐♥✉s♦✐❞❛❧
❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✹❛✱ ✏ ❂ ✵✳✹✮✳ ❆s t❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ❛❝t✉❛❧❧② ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ r❡s♦❧✈❡✱ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❞❞✐❡s ✐♥ t❤❡ tr♦✉❣❤s ♦❢ s✉❝❤ st❡❡♣ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡✲
❝❧❛r❡❞ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❝✉r✈❡ t♦ ❜❡ ❛♥ ❛rt✐❢❛❝t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❙✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱
s✉❜s❡q✉❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❬✶✵✼❪ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❬✶✵✽❪ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡
✐s❧❡ ❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ ❡①✐st ✐♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ♦❢ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r str♦♥❣❧② s✐♥✉s♦✐❞❛❧❧②
❝♦rr✉❣❛t❡❞ ✐♥❝❧✐♥❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✹❜✮✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✇♦r❦ ❜② P♦❧❧❛❦ ❛♥❞ ❆❦s❡❧ ❬✶✵✼❪ r❡♣♦rt❡❞
♦♥ ❝r✉❝✐❛❧ ✌♦✇ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❜r❛♥❝❤❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ♦❢
❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ✈✐s❝♦✉s ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ ❛ ✇❛✈② ✐♥❝❧✐♥❡ ♦❢ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ s❤❛♣❡✳ ❉❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡
✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❧❡❞ t♦ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❧♦♥❣✲✇❛✈❡ t♦ ❛ s❤♦rt✲✇❛✈❡ t②♣❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✳
■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ❧❡❞ t♦ ❛ ❞✐s❥♦✐♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❜r❛♥❝❤❡s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢
❛♥ ✉♥st❛❜❧❡ ✐s❧❡ ✐♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt✳ ❇❡②♦♥❞✱ ❛ ❞❡st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ◆✉ss❡❧t ✌♦✇ ❛♥❞ ❛ ✈❡r② str♦♥❣ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇ ✉♣ t♦ ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ t✇♦
❢♦r ❛r❜✐tr❛r② ❧✐♥❡❛r ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛♥❞ ❡✈❡♥ ✉♣ t♦ ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ❢♦✉r ❢♦r ❧✐♥❡❛r s❤♦rt✲✇❛✈❡ ❞✐st✉r✲
❜❛♥❝❡s ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ✇❛s ❧❛r❣❡✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ☞rst ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r
❛ t♦♣♦❣r❛♣❤② s❤❛♣❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❞❞②✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✌♦✇
st❛❜✐❧✐t② ④ ❛ ☞♥❞✐♥❣ ♦❢ ❡♥♦r♠♦✉s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r ❝♦❛t✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚r✐❢♦♥♦✈ ❬✶✵✽❪ ♣❡r❢♦r♠❡❞
✸✽
✶✳✹✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠ ✌♦✇s
❞✐r❡❝t ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✉s❡❞ ❋❧♦q✉❡t t❤❡♦r② t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ st❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❛ ✈✐s❝♦✉s ☞❧♠ ✌♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ st❡❡♣ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s✳ ❍✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧❧♦✇❡❞
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ r❛t❡s ♦❢
❣r♦✇✐♥❣ ♦r ❞❛♠♣✐♥❣ ✐♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛r❜✐tr❛r② t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤
✇❡r❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❢♦r t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✐♥st❛❜✐❧✐t②
✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❞❡♣❡♥❞ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❜♦t❤ ♦♥ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✬s ♣❤②s✐❝❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋♦r ❞✐☛❡r❡♥t ❑❛♣✐t③❛ ♥✉♠❜❡rs✱ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s✱ ❛♥❞ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs✱ r❡❣✐♦♥s
♦❢ t♦♣♦❣r❛♣❤② ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✮ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❞❡❝❛②❡❞ ✐♥ t✐♠❡✳ ❍✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞② ✇❛s t❤❡ ☞rst t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥t ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② P♦❧❧❛❦ ❛♥❞ ❆❦s❡❧ ❬✶✵✼❪✳ ❈❛♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✾❪ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✐♥st❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❛ ❧✐q✉✐❞ ☞❧♠ ✌♦✇✐♥❣ ❛❧♦♥❣ st❡❡♣ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧ s✉❜str❛t❡s ♦❢ ❜♦t❤ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ♦r r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s❤❛♣❡✳
❚❤❡② ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ❛ s❤♦rt✲✇❛✈❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠♦❞❡ ✐♥ ☞❧♠ ✌♦✇ ❛❧♦♥❣ ❞❡❡♣
♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ❢♦✉♥❞ t❤❛t✱ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥✱ ❛♥ ❛❜r✉♣t tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
✐♥st❛❜✐❧✐t② ♠♦❞❡ ✐s ♠❛♥✐❢❡st❡❞✿ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦♥❣✲✇❛✈❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ t❤✉s
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧❧② ✐♠♣♦s❡❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ✇❛s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ♥❡✇ s❤♦rt✱
tr❛✈❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❤✐❣❤❧② r❡❣✉❧❛r ❛♥❞ str♦♥❣❧② t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✳ ❚❤❡ s❤♦rt✲✇❛✈❡ ♠♦❞❡
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❡①t❡r♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♣❡❛r❡❞
t♦ ❜❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠♦❞❡✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s ✭s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ♦r r❡❝t❛♥❣✉❧❛r✮ ❤❛❞ ❛
❧❡❛❞✐♥❣✲♦r❞❡r ❡☛❡❝t ♦♥ t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡ ❛♣♣❡❛r❡❞ ❛♥❞ ♦♥ ✐ts ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
❛t ✐♥❝❡♣t✐♦♥✳
❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❜② ❙❝❤⑧♦r♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬✼✻❪ ❛❞❞r❡ss❡❞ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r ❛ s❡❣♠❡♥t❡❞ st❛❜✐❧✐t②
❝❤❛rt✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✐s❧❡ ❢♦✉♥❞ ❜② P♦❧❧❛❦ ❛♥❞ ❆❦s❡❧ ❬✶✵✼❪ ❛♥❞ ❚r✐❢♦♥♦✈ ❬✶✵✽❪ ✭s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✹❜✮✱ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ❞❡❡♣ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s ♦r ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳
■♥tr✐❣✉✐♥❣ q✉❡st✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡
✐s❧❡ ❛r♦s❡✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✇♦r❦ ❜② ❙❝❤⑧♦r♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✵❪ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡
✐s❧❡ ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ❡☛❡❝ts ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❇❡②♦♥❞✱ t❤❡②
♦❜s❡r✈❡❞ ❛ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✐s❧❡ ❛♥❞ ❛ st❛❜❧❡ ✐s❧❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❥♦✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐s❥♦✐♥✐♥❣
♦❢ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❜r❛♥❝❤❡s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ❝❤❛♥❣❡❞✳ ◆✉♠❡r✐❝s ❜② ❚r✐❢♦♥♦✈ ❬✶✶✶❪
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✈✐s❝♦✉s ❧✐q✉✐❞ ☞❧♠ ✌♦✇ ❞♦✇♥ ❛♥ ✐♥❝❧✐♥❡❞✱ s✐♥✉s♦✐❞❛❧❧② ❝♦rr✉❣❛t❡❞ s✉❜str❛t❡✳ ❚❤❡
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r st❡❛❞②✲
st❛t❡ ✌♦✇s t♦ ❛r❜✐tr❛r② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✇❛s ❡①❛♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❋❧♦q✉❡t t❤❡♦r②✳ ❍❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❢♦r
❡❛❝❤ t②♣❡ ♦❢ ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✉♥st❛❜❧❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s
♦❝❝✉r✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ❣r❡❛t❧② ❞❡♣❡♥❞❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ✌♦✇✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❤❡ ✐❞❡♥t✐☞❡❞ ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❢♦r
✇❤✐❝❤ t❤❡ ☞❧♠ ✌♦✇ ❞♦✇♥ ❛ ✇❛✈② s✉❜str❛t❡ ✇❛s st❛❜❧❡ t♦ ❛r❜✐tr❛r② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✉♣ t♦ ♠♦❞❡r❛t❡
❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs✳ ❙✉❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❡①✐st❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s ❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥
❤✐s s✉❜s❡q✉❡♥t ✇♦r❦✱ ❚r✐❢♦♥♦✈ ❬✶✶✷❪ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✐r❡❝t ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ☞❧♠ ✌♦✇ ❞♦✇♥ ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧❧② ✉♥❞✉❧❛t❡❞ ✐♥❝❧✐♥❡✳
❍❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✐s ❞❡❝✐s✐✈❡ ❢♦r t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✿
❆t s♠❛❧❧ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ t♦ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡
t♦♣♦❣r❛♣❤② ♣r♦✈♦❦❡❞ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡ ✐s❧❡✳ ❆t ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✬s
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛ st❛❜❧❡ ✐s❧❡ ❛♣♣❡❛r❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ t♦ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡
✇❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② ❙❝❤⑧♦r♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✸❪
s❝r✉t✐♥✐③❡❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❬✶✶✵❪ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐☛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ✐s❧❡s
✐♥ ☞❧♠s ♦✈❡r t♦♣♦❣r❛♣❤② ✐♥✲❞❡♣t❤✳ ❚❤❡✐r ✇♦r❦ ❣❛✈❡ r✐s❡ t♦ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ q✉❡st✐♦♥✿ ■s t❤❡r❡ ❛
✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❜❡✐♥❣ ✈❛❧✐❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts
♦❢ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r ✐♥❝❧✐♥❡❞✱ ♣❡r✐♦❞✐❝ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ❢♦r ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢
✸✾
✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✿ ❋r♦♠ ❝r❡❡♣✐♥❣ ✌♦✇ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠s ♦✈❡r t♦♣♦❣r❛♣❤②
Sensor
Data acquisition Card (PCI)
Advantech PCI-1710HG
Signal generator
AC 25 kHz
Analyser
Fluid
Wall
DC
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✺✳✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② t❡❝❤♥✐q✉❡✳
▼♦❞✐☞❡❞ ❛♥❞ r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❱❧❛❝❤♦❣✐❛♥♥✐s ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✺❪✳ ❝✌ ❆■P P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳
❞✐☛❡r❡♥t s②st❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs❄ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ t❤❡ ✬st❛❜✐❧✐t② ❝②❝❧❡✬
✐❞❡♥t✐☞❡❞ ❜② ❙❝❤⑧♦r♥❡r ❛♥❞ ❆❦s❡❧ ❬✶✶✹❪ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ❛♥s✇❡r t♦ t❤✐s ✐♥tr✐❣✉✐♥❣ q✉❡st✐♦♥✳
✶✳✹✳✸✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠s ✇✐t❤ s✐❞❡✇❛❧❧s ❛s ❜♦✉♥❞✐♥❣ t♦♣♦❣r❛♣❤②
❯♥t✐❧ t♦❞❛②✱ t❤❡ ✐♥✌✉❡♥❝❡ ♦❢ s✐❞❡✇❛❧❧s ♦♥ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ♦♣❡♥
❝❤❛♥♥❡❧ ✌♦✇ ✇❛s ♦♥❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦r ❞✐❞ ♥♦t ☞♥❞ ❛♥② ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ t❤✐s ✈❡r② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ t♦♣✐❝✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ☞❧♠ ✌♦✇s ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞✐♥❣ s✐❞❡✇❛❧❧s✳ ●r❡❛t t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞✐✍❝✉❧t✐❡s ❛r✐s❡ ✐♥ ❜♦t❤
t❤❡♦r② ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤✐s ✐♥tr✐❣✉✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳
❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② ❱❧❛❝❤♦❣✐❛♥♥✐s ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✺❪ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❡☛❡❝t ♦❢ ❛ ☞♥✐t❡ ❛♥❞ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐❞t❤ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ✈✐s❝♦✉s ☞❧♠ ✌♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥
❛ ✌❛t ✐♥❝❧✐♥❡✳ ❚❤❡② ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❤❡✐❣❤ts ❛t t✇♦ ❞✐☛❡r❡♥t str❡❛♠✇✐s❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s
❜② ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♣r♦❜❡s ✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ❧✐♠✐t t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧
✐♥st❛❜✐❧✐t②✳ P❧❡❛s❡ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✺ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ t❤❡② ✉s❡❞✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧
✇❛s ♥❛rr♦✇ ❛♥❞ ♥♦t t♦♦ st❡❡♣✱ ✐ts ☞♥✐t❡ ✇✐❞t❤ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❡☛❡❝t ♦♥ t❤❡
✌♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❬✼✾✱✽✵❪ s❝❛❧❡❞ ✐♥✈❡rs❡❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢
t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐❞t❤ ❛♥❞ t❤❡ s✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡✳ ❱❧❛❝❤♦❣✐❛♥♥✐s ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✺❪ t❡♥t❛t✐✈❡❧②
❛ttr✐❜✉t❡❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❡☛❡❝t ♦❢ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s t♦ t❤❡✐r ✐♥✌✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✱
✇❤✐❝❤ r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❝✉r✈❡❞ ❝r❡st❧✐♥❡s ❛♥❞ ❛ tr❛♥s✈❡rs❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥
♦❢ ✇❛✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ④ ☞♥❞✐♥❣s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ s❤♦rt❧② ❛❢t❡r ❜② ▲❡♦♥t✐❞✐s ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✻❪✳ ❚❤❡✐r ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❛♣❡r ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ☞rst ✇❛✈❡s t❤❛t ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡②♦♥❞
t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✭❝♦♥✈❡❝t✐✈❡❧② ✉♥st❛❜❧❡ ❜✉t ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❝✉r✈❡✮ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣
❛ ✌✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤❡ ❝r❡sts ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡s ❛tt❛✐♥❡❞ ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ s❤❛♣❡✱ ✇❤✐❝❤
✇❛s s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✬s ❝❡♥t❡r♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ❛♣❡① ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧❛
✈❛r✐❡❞ ✐♥✈❡rs❡❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐❞t❤ ❛♥❞ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡
✇❛s ♠❛①✐♠✉♠ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡❞ t♦ ③❡r♦ ❛t t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s✱ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡
✇❡tt✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ✇♦r❦ ❜② ●❡♦r❣❛♥t❛❦✐ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✼❪ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥✲
t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡❧❛② ✐♥ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ☞❧♠ ✌♦✇s ✐♥ ✐♥❝❧✐♥❡❞
❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ ☞♥✐t❡ ✇✐❞t❤ s❝❛❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❝❛♣✐❧❧❛r② t♦ ✈✐s❝♦✉s ❢♦r❝❡s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❑❛♣✐t③❛
♥✉♠❜❡r ✭✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♦♥❧②✮✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ☞❧♠✱ t❤❡ ✌♦✇ ✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② s✐❞❡✇❛❧❧s ✇❛s st❛❜✐❧✐③❡❞ t❤❡ ♠♦r❡✱ t❤❡
❤✐❣❤❡r t❤❡ ❑❛♣✐t③❛ ♥✉♠❜❡r ✇❛s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✻✮✳ ❚❤❡② ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡❧❛② ♦❢ t❤❡ ♦♥s❡t
♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✈❡r② s❛t✐s❢❛❝t♦r✐❧② ♦♥❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❑❛♣✐t③❛ ♥✉♠❜❡r ♦r t❤❡
❝❛♣✐❧❧❛r② ♥✉♠❜❡r✱ ❛♥❞ ♥♦t ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❛r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ t♦
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✻✳✿ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛② ❘❄ ❂ ❘❡❝❂❘❡
✍
❝ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❛ ✌♦✇ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② s✐❞❡✇❛❧❧s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✌♦✇ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑❛♣✐t③❛ ♥✉♠❜❡r ❑❛ ❢♦r ❞✐☛❡r❡♥t ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s✱ ✌✉✐❞s✱
❛♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐❞t❤s ❲ ✭✉♣♣❡r ❝✉r✈❡✿ ❲ ❂ ✶✵✵♠♠❀ ❧♦✇❡r ❝✉r✈❡✿ ❲ ❂ ✷✺✵♠♠✮✳ ❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❢♦r
t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✌♦✇ ✐s ❘❡✍❝ ✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ✌♦✇ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② s✐❞❡✇❛❧❧s ✐s ❘❡❝ ✳ ❚❤❡
❑❛♣✐t③❛ ♥✉♠❜❡r ✇❛s ❞❡☞♥❡❞ ❛s ❑❛ ❂ ✛❂✭✚❣ ✶❂✸✗✹❂✸✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❣ ❛♥❞ t❤❡ ✌✉✐❞✬s ❦✐♥❡♠❛t✐❝
✈✐s❝♦s✐t② ✗✱ ❞❡♥s✐t② ✚ ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ✛ ✭✐♥ ♠◆❂♠✮✳ ▼♦❞✐☞❡❞ ❛♥❞ r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ●❡♦r❣❛♥t❛❦✐ ❡t
❛❧✳ ❬✶✶✼❪✳ ❝✌ ❆♠❡r✐❝❛♥ P❤②s✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✳
❡①♣r❡ss t❤❡ ❡☛❡❝t ♦❢ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❲❡❜❡r ♥✉♠❜❡r ♦r t❤❡ ❇♦♥❞ ♥✉♠❜❡r✳ ❇❡s✐❞❡s✱
t❤❡ ❞❡❧❛② ❞✐❞ ♥♦t ✈❛r② ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥✱ ❛t ❧❡❛st ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ t❡st❡❞✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❜② P♦❧❧❛❦
❡t ❛❧✳ ❬✶✶✽❪ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❡☛❡❝ts ♦❢ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s ♦♥ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥
☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r ✌❛t ✐♥❝❧✐♥❡s ♦❢ ☞♥✐t❡ ✇✐❞t❤✳ ❚❤❡② ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❝✉r✈❡s ❢♦r
❞✐☛❡r❡♥t s✐❞❡✇❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✼✮ ❛♥❞ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✌✉✐❞ ❛♥❞ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧✳
❇♦t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛❞ ❛ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ✐♥✌✉❡♥❝❡ ♦♥ ✌♦✇ st❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❝✉r✈❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r
✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧ ❝♦♠❜✐♥❡ ❜♦t❤ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ✭s❤♦rt✲✇❛✈❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✮
❛♥❞ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✭❤✐❣❤ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✱ ❤❡♥❝❡ ❧♦✇ ❝r✐t✐❝❛❧ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✮✳
❲✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s✐❞❡✇❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ s❤♦rt✲✇❛✈❡ t♦ ❧♦♥❣✲✇❛✈❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② t❛❦❡s
♣❧❛❝❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ P♦❧❧❛❦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✽❪ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ✐♥✌✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦✈❡rs❤♦♦t ♥❡❛r t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s ♦♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✌♦✇✳ ❚❤❡② ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡
✈❡❧♦❝✐t② ♦✈❡rs❤♦♦t t❡♥❞s t♦ ❞❡st❛❜✐❧✐③❡ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s ❜② ❍❛❛s
❡t ❛❧✳ ❬✻✼❪ ❛♥❞ P♦❧❧❛❦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✽❪✱ ●✉③❛♥♦✈ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✾❪ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡
t❤❡ ❡☛❡❝ts ♦❢ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s ♦♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t♦ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛ ☞❧♠ ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❧❛t❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s♦ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✇✐t❤✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥
✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ☞❧♠s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳
❆s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ st❡❛❞② ✐♥❡rt✐❛❧ ✌♦✇ ✇✐t❤ s✐❞❡✇❛❧❧s ❛s ❜♦✉♥❞✐♥❣ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✭❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✸✮✱
t❤❡ ❡☛❡❝ts ♦❢ ❝♦rr✉❣❛t❡❞ s✐❞❡✇❛❧❧s ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ ✌❛t
♦r ✇❛✈② ✐♥❝❧✐♥❡s ❤❛✈❡ ♥♦t ②❡t ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ❛✉t❤♦r ❞✐❞ ♥♦t ☞♥❞ ❛♥② ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥
✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ✐♥✌✉❡♥❝❡ ♦❢ ✌❛t s✐❞❡✇❛❧❧s ♦♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠ ✌♦✇s ♦✈❡r ✉♥❞✉❧❛t❡❞
✐♥❝❧✐♥❡s✳ ■♥ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇ ♦✈❡r st❡❡♣ ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s✱ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ♣r♦✈♦❦❡ ❛
s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦ ✇❤✐❝❤ ❧❡❞ t♦ ❛ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❞❞✐❡s ❞❡❡♣ ✐♥ t❤❡ tr♦✉❣❤s ✐♥t♦ ❛ s♣✐r❛❧
✇❤❡♥ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❛s ♣❡rt✉r❜❡❞ ✇✐t❤ t✐♠❡✲♣❡r✐♦❞✐❝ tr❛✈❡❧✐♥❣ ✇❛✈❡s ❬✷✻❪ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✼✮✳
P❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤s ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛s ❧❛r❣❡ ❛s t❤❡s❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ str♦♥❣
✹✶
✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✿ ❋r♦♠ ❝r❡❡♣✐♥❣ ✌♦✇ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠s ♦✈❡r t♦♣♦❣r❛♣❤②
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Re
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✼✳✿ ◆❡✉tr❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❝✉r✈❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ ✽✍ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s ❛♥❞ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✳ ❚❤❡ ❞✐☛❡r❡♥t
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❞✐☛❡r❡♥t ❝r♦ss✇✐s❡ ❞✐st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧✳ ▲✐♥❡s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥s t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡ ❡②❡✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♥❡✉tr❛❧
st❛❜✐❧✐t② ❝✉r✈❡ ❢♦r t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✌♦✇ ♦❢ ✐♥☞♥✐t❡ ❡①t❡♥❞✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇❛s ✐♥❝❧✐♥❡❞ ❜② ✹✶✍ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✳ ▼♦❞✐☞❡❞
❛♥❞ r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ P♦❧❧❛❦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✽❪✳ ❝✌ ❆■P P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳
s✐❞❡✇❛❧❧ ❡☛❡❝ts ❛t t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ☞❧♠ ✌♦✇s ❛♥❞ ❝♦♥❝♦♠✐t❛♥t ♦♥ t❤❡✐r ❢r❡❡
s✉r❢❛❝❡ st❛❜✐❧✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜♦t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✇♦r❦ ♦♥ t❤✐s ✐♥tr✐❣✉✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠
✐s st✐❧❧ ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r ✐ts s♦❧✉t✐♦♥✳
✹✷
✷✳ ❙❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥
❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❡☛❡❝ts ♦❢ ❞✐☛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢r❡❡
s✉r❢❛❝❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ✈✐s❝♦✉s ☞❧♠s✳ ❈♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞
✇✐t❤ ❛❧❧ ❡①✐st✐♥❣ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ☞♥❞✐♥❣s ♦♥ t❤✐s ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❜❧❡♠✳
❚❤❛t ✇❛②✱ ♥❡✇ ✌♦✇ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✇❡r❡ ✉♥❝♦✈❡r❡❞ ❛♥❞ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱
✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✌♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② ✇❛s t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡
r❡s✉❧ts s♦ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ✉♥✈❡✐❧✐♥❣ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② ✈❛❧✐❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡
❛♥❞ ✉♥✐❢② ❛❧❧ ☞♥❞✐♥❣s ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✈✐s❝♦✉s ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r ✐♥❝❧✐♥❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s✳
❚❤❡ ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❆❢t❡r ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t♦r② s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❜♦❞②
♦❢ ♣r❡❝❡❞❡♥t ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❡☛❡❝ts ♦❢ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ ✐♥❡rt✐❛ ♦♥ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ☞❧♠ ✌♦✇s
✐♥ t❤❡ ❢♦r❡❣♦✐♥❣ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ ❛❧❧ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s②st❡♠s ❛♥❞ s❡t✉♣s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥
t❤✐s st✉❞②✱ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ♥❡✇ ☞♥❞✐♥❣s ♦♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣r❛✈✐t②✲
❞r✐✈❡♥ ✈✐s❝♦✉s ☞❧♠s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r
t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✬s s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡ ♠❛tt❡rs ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠ ✌♦✇s✳ ❚❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r st✉❞② ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ❞❡s❝r✐❜❡s st❛❜✐❧✐t② ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❢❛r ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ◆✉ss❡❧t
✌♦✇ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐☞❡s ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ✌♦✇ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ■♥ t❤❡
s✉❜s❡q✉❡♥t ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣❛t❤✇❛② ❢♦r t❤❡
st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✈✐s❝♦✉s ☞❧♠s ♦✈❡r ✐♥❝❧✐♥❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦
✇❤❛t ✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙✉♠♠❛r✐③✐♥❣ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ ❛♥❞ ❝❧♦s❡
t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✳
✹✸
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✸✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s②st❡♠s ❛♥❞ s❡t✉♣s
✸✳✶✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s②st❡♠s
❚❤❡ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ✌♦✇ ♦❢ ❛ ✈✐s❝♦✉s ❧✐q✉✐❞ ☞❧♠ ❞♦✇♥ ❛♥ ✐♥❝❧✐♥❡❞ ♦♣❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ❛ ♣❡r✐✲
♦❞✐❝ s✉❜str❛t❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✇❛s st✉❞✐❡❞✳ ❚❤❡ ❧✐q✉✐❞s✱ t❤❡ ✌♦✇ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s②st❡♠s✳
✸✳✶✳✶✳ ▲✐q✉✐❞s
❚❤r❡❡ s✐❧✐❝♦♥❡ ♦✐❧s ❢r♦♠ ❊❧❜❡s✐❧ ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❛s ❧✐q✉✐❞s✳ ❚❤❡ ♦✐❧s ✇❡r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ❊❧❜❡s✐❧ ✻✺✱
❊❧❜❡s✐❧ ✶✵✵✱ ❛♥❞ ❊❧❜❡s✐❧ ✶✹✺ ❛♥❞ ❤❛❞ ❞✐☛❡r❡♥t ✈✐s❝♦s✐t✐❡s ❜✉t ❛❧♠♦st ❡q✉❛❧ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡
t❡♥s✐♦♥s✳ ❆❧❧ t❤r❡❡ s✐❧✐❝♦♥❡ ♦✐❧s s❤♦✇❡❞ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ❛♥❞
s❤❡❛r r❛t❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡✐r ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② ✗✱ ❞❡♥s✐t② ✚ ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ✛ ❛t t❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✒ ❂ ✭✷✹✳✵✝ ✵✳✸✮ ✍❈✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ☞❧♠ ✌♦✇s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ❛r❡ ❧✐st❡❞
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳
❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② ✑ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✚ ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✈✐s❝♦s✐t②
✗ ❂ ✑❂✚✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② ✑ ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❯❜❜❡❧♦❤❞❡
❝❛♣✐❧❧❛r② ✈✐s❝♦s✐♠❡t❡r ❢r♦♠ ❙❝❤♦tt✳ ❉✐☛❡r❡♥t ❝❛♣✐❧❧❛r✐❡s t②♣❡ ✺✵✶ ✇❡r❡ ✉s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ♣❧✉♥❣❡❞
✐♥t♦ ❛ ✇❛t❡r ❜❛t❤✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ✇❛s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞
❜② ❛ t❤❡r♠♦st❛t t②♣❡ ❈❚ ✺✷ ❢r♦♠ ❙❝❤♦tt✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ✈✐s❝♦s✐♠❡t❡r
✇❡r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✻✺✪ ❛♥❞ ✵✳✽✵✪ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠♦st❛t ✇❛s ✵✳✵✺ ✍❈✳
❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ✚ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ▼♦❤r ❲❡st♣❤❛❧ ❜❛❧❛♥❝❡ ❢r♦♠ ❑❡r♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢
✵✳✸ ❦❣❂♠✸✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ✇❛s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛
t❤❡r♠♦st❛t t②♣❡ ❡❝♦❧✐♥❡ ❘❊✷✵✹ ❢r♦♠ ▲❛✉❞❛✳
❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ✛ ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ ❛ r✐♥❣✲t❡♥s✐♦♠❡t❡r t②♣❡
❚❊✶❈❆✲▼ ❢r♦♠ ▲❛✉❞❛ ✇✐t❤ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✶♠◆❂♠✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ✇❛s
❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛ t❤❡r♠♦st❛t t②♣❡ ❘❈ ✻ ❈P ❢r♦♠ ▲❛✉❞❛ ❞✉r✐♥❣ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
❚❤❡ ✌✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✒ ❂ ✭✷✹✳✵✝ ✵✳✸✮ ✍❈ ❞✉r✐♥❣ ♦♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
r✉♥ ♦❢ t❤❡ ☞❧♠ ✌♦✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ❡rr♦r s♦✉r❝❡ ❢♦r t❤❡ ❡rr♦rs ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✑✱ ✚ ❛♥❞ ✛ ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✷✶✳✵ ✍❈ t♦ ✷✻✳✵ ✍❈ ✐♥
st❡♣s ♦❢ ✶✳✵ ✍❈ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡✐r ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s ❛t ✒ ❂ ✭✷✹✳✵✝ ✵✳✸✮ ✍❈ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❡rr♦rs✳ ❇♦t❤ ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳
❚❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❢♦r❝❡s t♦ ✐♥❡rt✐❛❧ ❢♦r❝❡s ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❑❛♣✐t③❛ ♥✉♠❜❡r ❬✶✶❪
❑❛ ❂
✛
✚❣✶❂✸✗✹❂✸
✳ ✭✸✳✶✮
P❧❡❛s❡ s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ❢♦r t❤❡ ❑❛♣✐t③❛ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❊❧❜❡s✐❧ ✻✺✱ ❊❧❜❡s✐❧ ✶✵✵ ❛♥❞ ❊❧❜❡s✐❧ ✶✹✺✳
✸✳✶✳✷✳ ❋❧♦✇ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s
❚❤❡ ✌♦✇ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ✌♦✇ ❝✐r❝✉✐t ❛r❡ s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳ ❆ ♣✉♠♣ tr❛♥s♣♦rt❡❞ t❤❡
❧✐q✉✐❞ ❢r♦♠ ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲❝♦♥tr♦❧❧❡❞ r❡s❡r✈♦✐r ✈✐❛ ❛ ♣✐♣❡ ❛♥❞ t✉❜❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ ❜②♣❛ss t♦ ❛
✹✺
✸✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s②st❡♠s ❛♥❞ s❡t✉♣s
◆♦t❛t✐♦♥ ✗ ✭♠♠✷✴s✮ ✚ ✭❦❣✴♠✸✮ ✛ ✭♠◆✴♠✮ ❑❛
❊❧❜❡s✐❧ ✻✺ ✻✺✳✶✝ ✶✳✵ ✾✺✽✳✺✝ ✵✳✹ ✶✾✳✾✶✝ ✵✳✵✹ ✸✳✼✶✝ ✵✳✵✽
❊❧❜❡s✐❧ ✶✵✵ ✶✵✵✳✸✝ ✵✳✻ ✾✻✸✳✷✝ ✵✳✽ ✷✵✳✵✼✝ ✵✳✵✻ ✷✳✵✾✝ ✵✳✵✷
❊❧❜❡s✐❧ ✶✹✺ ✶✹✹✳✷✝ ✵✳✺ ✾✻✹✳✽✝ ✵✳✹ ✷✵✳✵✶✝ ✵✳✶✵ ✶✳✷✽✝ ✵✳✵✶
❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳✿ ▲✐q✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❑❛♣✐t③❛ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ s✐❧✐❝♦♥❡ ♦✐❧s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛t t❤❡ ♠❛✐♥
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✒ ❂ ✭✷✹✳✵✝ ✵✳✸✮ ✍❈✳
t❛♥❦ ❛t t❤❡ ✐♥✌♦✇ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝❧✐♥❡❞✱ ♦♣❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❋r♦♠ t❤❡r❡✱ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ✌♦✇❡❞ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥
❞♦✇♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ ❜❛❝❦ ✐♥t♦ t❤❡ r❡s❡r✈♦✐r✳
❚❤r❡❡ ❞✐☛❡r❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧s ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ✇❡r❡ ❛❧❧ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜②
❛ ✌❛t ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ tr❛♥s♣❛r❡♥t✱ ♣❧❛♥❛r P❧❡①✐❣❧❛s❘✌ s✐❞❡✇❛❧❧s✳ ❆❧❧ ❝❤❛♥♥❡❧s ❤❛❞ t❤❡
s❛♠❡ ✇✐❞t❤ ❜❝ ❂ ✭✶✼✵ ✝ ✶✮♠♠ ✐♥ t❤❡ ❝r♦ss✇✐s❡ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜✉t ❞✐☛❡r❡♥t ♦✈❡r❛❧❧ ❧❡♥❣t❤s ✐♥
t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ✇❛s ✷✳✶♠ ❢♦r ❝❤❛♥♥❡❧ ✶✱ ✶✳✹♠ ❢♦r ❝❤❛♥♥❡❧ ✷✱ ❛♥❞
✷✳✵♠ ❢♦r ❝❤❛♥♥❡❧ ✸✳ ❊❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇❛s ♠♦✉♥t❡❞ ♦♥ ❛ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ✐s♦❧❛t✐♥❣ t❛❜❧❡✳ ❊①❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡
s✉❜str❛t❡s ♠❛❞❡ ♦❢ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ✇❡r❡ ♠♦✉♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♣❧❛t❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❝❧♦s❡ t♦
t❤❡ ✐♥✌♦✇✳ ❚❤❡ s✉❜str❛t❡s ✇❡r❡ ❛t ❧❡❛st ✽✻✵♠♠ ❧♦♥❣✱ ❛s ✇✐❞❡ ❛s t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ ❡①❤✐❜✐t❡❞
❞✐☛❡r❡♥t t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s✳ ❚❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ☛ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡
❛❞❥✉st❡❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❜❡t✇❡❡♥ ✵✍ ❛♥❞ ✾✵✍✳ ❚❤✐s ❛♥❣❧❡ ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ▼✐t✉t♦②♦ Pr♦ ✸✻✵
❉✐❣✐t❛❧ Pr♦tr❛❝t♦r ✾✺✵✲✸✶✺ ✇✐t❤ ❛ r❡❛❞✐♥❣ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ✵✳✶✍✳ ■♥ t❤❡ ❝r♦ss✇✐s❡ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡
❝❤❛♥♥❡❧s ✇❡r❡ ❧❡✈❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ s♣✐r✐t ❧❡✈❡❧ t②♣❡ Pr♦ ✸✻✵✱ ❛❧s♦ ❢r♦♠ ▼✐t✉t♦②♦✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❛❧✐❣♥❡❞
♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s ❛♥❞ ❤❛❞ ❛ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ✵✳✶♠♠❂♠ ♣❡r s❝❛❧❡ s♣❛❝✐♥❣✳
❊❝❝❡♥tr✐❝ s❝r❡✇ ♣✉♠♣s ❢r♦♠ P❋ ❏⑧♦❤st❛❞t✱ t②♣❡ ❆❋❏ ✶✺✳✶❇✴✷❇ ❢♦r ❊❧❜❡s✐❧ ✻✺ ❛♥❞ t②♣❡ ❆❋❏
✹✵✳✶❇ ❢♦r ❊❧❜❡s✐❧ ✶✵✵ ❛♥❞ ❊❧❜❡s✐❧ ✶✹✺ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈♦❧✉♠❡ ✌✉① ❴❱ ✉♣ t♦ ✸✺ ❧❂♠✐♥ ✇✐t❤
✌✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❧❡ss t❤❛♥ ✝✸ ❝♠✸❂s✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✌✉① ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❡✐t❤❡r ✐♥ ❞✐s❝r❡t❡ st❡♣s
❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣s ♦r✱ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❜② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✈❛r②✐♥❣
t❤❡ ✈❛❧✈❡ ♦❢ t❤❡ ❜②♣❛ss✳
❆ t❤❡r♠♦st❛t t②♣❡ ❚❤❡r♠♦ ❍❛❛❦❡ ❚❈✸✵✵✱ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❡♥s♦r ❆❧♠❡♠♦ ✹✷✾✵✲
✼ ✈✐❛ ❛ ❝✉st♦♠ ♠❛❞❡ ▲❛❜❱✐❡✇ ♣r♦❣r❛♠✱ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❛t ✒ ❂
✭✷✹✳✵✝✵✳✸✮ ✍❈ ❞✉r✐♥❣ ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❡♥s♦r ✇❛s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧
❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦✉t✌♦✇✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✿ ✭❛✮ ●❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ☞❧♠ ✌♦✇ ♦✈❡r t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ✭❜✮ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡
s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡s ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✱ ✐✳❡✳ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✭s❤❛♣❡ ❂ ❙✐♥✮✱ ♠♦❞✐☞❡❞ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✭❙✐♥▼♦❞✮✱ s❛✇t♦♦t❤✲❧✐❦❡ ✭❙❛✇✮✱
r❡✈❡rs❡❧② ♠♦✉♥t❡❞ s❛✇t♦♦t❤✲❧✐❦❡ ✭❙❛✇❘❡✈✮✱ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✭❘❡❝✮ ❛♥❞ ✌❛t ✭❋ ❧❛t✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✌♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❢r♦♠ ❧❡❢t
t♦ r✐❣❤t✳ ▼♦❞✐☞❡❞ ❛♥❞ r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❬✶✶✹❪✳ ❝✌ ❆■P P✉❜❧✐s❤✐♥❣
✸✳✶✳✸✳ ❚♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s
❚❤❡ s✉❜str❛t❡ ✐♥❧❛②s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✷ ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❞✐☛❡r❡♥t s✉r✲
❢❛❝❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s✳ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✇✐t❤ ❛ ❧✐q✉✐❞ ☞❧♠ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷❛✳ ❚❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✬s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✐ts s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡✱ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ☛✱ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
❆✱ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ▲✱ ❛♥❞ t✐♣ ✇✐❞t❤ ❲ ✳
❚❤❡ ❞✐☛❡r❡♥t s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡s ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ❛r❡ s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷❜✳ ❆❧❧ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s
✇❡r❡ ❡✐t❤❡r ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ✉♥❞✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦r ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❛ ✌❛t s✉r❢❛❝❡ s❤❛♣❡
✭s❤❛♣❡ ❂ ❋❧❛t✮✳ ❚❤❡ ♠♦❞✐☞❡❞ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✭❙✐♥▼♦❞✮ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡
❡❞❞✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ tr♦✉❣❤s ♦❢ t❤❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✭❙✐♥✮ ❜② ❛ s♦❧✐❞ ❝♦♥t♦✉r ❬✼✻✱✶✵✼❪✳
❚❤❡ ♥♦♥✲s♠♦♦t❤ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❘❡❝ ❤❛❞ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s❤❛♣❡ ❛♥❞ t✐♣s ♦❢ t❤❡ ✇✐❞t❤ ❲ ✳ ❚❤❡
t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ❙❛✇ ❛♥❞ ❙❛✇❘❡✈ ❡①❤✐❜✐t❡❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ s❛✇t♦♦t❤✲❧✐❦❡ s❤❛♣❡s✱ ❜✉t ✇❡r❡ ♦r✐❡♥t❡❞
❞✐☛❡r❡♥t❧② ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♠❛✐♥ ✌♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡✐r ❡❞❣❡s ✇❡r❡ r♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ ❤❛❞ ❛ r❛❞✐✉s ♦❢
✶✳✵♠♠✳
■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ☛ ✇❛s ✈❛r✐❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✹✳✶✍ ❛♥❞ ✸✻✳✼✍✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦rr✉❣❛t❡❞
s✉❜str❛t❡s✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❆ ✇❛s ✈❛r✐❡❞ ❢r♦♠ ✷✳✵♠♠ t♦ ✶✷✳✵♠♠✱ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ▲ ✇❛s ✈❛r✐❡❞
❢r♦♠ ✶✵♠♠ t♦ ✷✵✵♠♠✱ ❛♥❞ t❤❡ t✐♣ ✇✐❞t❤ ❲ ✇❛s ✈❛r✐❡❞ ❢r♦♠ ✶♠♠ t♦ ✶✵✵♠♠✳ ❚❤❡ ✌❛t ✐♥❝❧✐♥❡
✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❡✐t❤❡r t❤❡ ❜♦r❞❡r❧✐♥❡ ❝❛s❡ ❆ ❂ ✵✱ ▲ ❂ ✵✱ ▲ ❂✶✱ ♦r ❲ ❂ ▲ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧②
✉♥❞✉❧❛t❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s✳
✸✳✶✳✹✳ ❚r❛❝❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ❞②❡
❚❤❡ s✐❧✐❝♦♥❡ ♦✐❧s ✇❡r❡ s❡❡❞❡❞ ✇✐t❤ ❤♦❧❧♦✇ ❣❧❛ss s♣❤❡r❡s t②♣❡ ✽✵❆✻✵✶ ❢r♦♠ ❉❛♥t❡❝ ✇❤✐❝❤ s❡r✈❡❞
❛s tr❛❝❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ❢❛✐t❤❢✉❧❧② ❢♦❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ✌♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r t❤❡
♠❡❛♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐❛♠❡t❡r ✇❛s ❞♣ ❂ ✶✵✖♠ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✇❛s ✚♣ ❂ ✷✷✸✵ ❦❣❂♠
✸✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱
t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ▼❛st❡rs✐③❡r ✷✵✵✵ ❧❛s❡r
❞✐☛r❛❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ❛♥❛❧②③❡r ❢r♦♠ ▼❛❧✈❡r♥ ■♥str✉♠❡♥ts✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✸✳✸❛✳ ❚❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ✇❛s ❞❱ ✱✺✵ ❂ ✾✳✻✹✖♠ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛❞❡ ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐t② ❬✶✷✵❪ ✇❛s
✘❞ ❂ ✭❞❱ ✱✽✹   ❞❱ ✱✶✻✮❂✭✷❞❱ ✱✺✵✮ ✙ ✵✳✹✺✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❞❱ ✱❥ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡s✱ ✇❤✐❝❤
✇❡r❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ❥✪ ♦❢ ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❍❛♣♣❡❧ ❛♥❞ ❇r❡♥♥❡r ❬✶✷✶❪✱ t❤❡
s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ s♣❡❡❞ ✇s❡❞ ❂ ❞♣
✷❣✭✚♣ ✚✮❂✭✶✽✑✮ ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r❡s ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ s✐❧✐❝♦♥❡ ♦✐❧s ❊❧❜❡s✐❧ ✻✺✱
✶✵✵ ❛♥❞ ✶✹✺✱ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✱ ✇❛s ✶✳✵✂ ✶✵ ✸♠♠❂s✱ ✻✳✻✂ ✶✵ ✹♠♠❂s✱ ❛♥❞ ✹✳✻✂ ✶✵ ✹♠♠❂s✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡s❡ s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✇❡r❡ s❡✈❡r❛❧ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡
t②♣✐❝❛❧ ✌♦✇ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ ♦♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
r✉♥ ♥❡✈❡r ❡①❝❡❡❞❡❞ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡✳
✹✼
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳✿ ✭❛✮ P❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛❝❡r ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ✭❜✮ P❤♦t♦♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ◗✉✐♥✐③❛r✐♥✱ ✇❤✐❝❤
✇❛s ❞✐ss♦❧✈❡❞ ✐♥ ❊❧❜❡s✐❧ ♦✐❧✳ ❇❧❛❝❦ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✿ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠✳ ❘❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✿ ❡♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ❢♦r ❡①❝✐t❛t✐♦♥
❛t ✹✺✵ ♥♠ ✭❜❧✉❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✮✳
❚❤❡ ✌✉♦r❡s❝❡♥t ❞②❡ ◗✉✐♥✐③❛r✐♥ ❢r♦♠ ❙✐❣♠❛✲❆❧❞r✐❝❤ ✇❛s ❞✐ss♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❊❧❜❡s✐❧ ♦✐❧s✳ ◗✉✐♥✐③❛r✐♥
✐s ❛♥ ♦r❣❛♥✐❝ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❆♥t❤r♦q✉✐♥♦♥❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ t♦ ❝♦❧♦r✱ ❡✳❣✳✱ ❣❛s♦❧✐♥❡
❛♥❞ ❤❡❛t✐♥❣ ♦✐❧s✳ ❇♦t❤ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ◗✉✐♥✐③❛r✐♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts ❡♠✐ss✐♦♥
s♣❡❝tr✉♠ ❢♦r t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛t ✹✺✵ ♥♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t
t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②✱ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸❜✳ ❚❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ✇❛s r❡❝♦r❞❡❞ ✇✐t❤ ❛
▲❛♠❜❞❛ ✼✺✵ ❯❱✴❱✐s✴◆■❘ s♣❡❝tr♦♣❤♦t♦♠❡t❡r ❢r♦♠ P❡r❦✐♥❊❧♠❡r✳ ❚❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ✇❛s
♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❈❛r② ❊❝❧✐♣s❡ ✌✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s♣❡❝tr♦♣❤♦t♦♠❡t❡r ❢r♦♠ ❆❣✐❧❡♥t✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ ❜♦t❤
s♣❡❝tr❛ ✇❡r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ✐♥ st❡♣s ♦❢ ✵✳✺ ♥♠✳
✸✳✷✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣s
✸✳✷✳✶✳ ❋❧♦✇ r❛t❡
❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✈♦❧✉♠❡ ✌✉① ❴❱ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❛♥ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ ✌♦✇ ♠❡t❡r t②♣❡ ❉❡❧t❛✇❛✈❡
❈ ❢r♦♠ ❙②st❡❝ ❝♦♥tr♦❧s ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r ♦❢ ✵✳✷ ❧❂♠✐♥✳ ❚❤❡ ✌♦✇ ♠❡t❡r ✇❛s ♠♦✉♥t❡❞ ♦♥ t❤❡
♣✐♣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜②♣❛ss ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✌♦✇ t❛♥❦ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢
t❤❡ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ ✌♦✇ ♠❡t❡r ✇❡r❡ s♣♦t✲❝❤❡❝❦❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣ ✌♦✇ ♠❡t❡r t②♣❡ ❘❲✲❘❉ ✹✵ ❢r♦♠
❆q✉❛ ▼❡tr♦✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s t❡♠♣♦r❛r✐❧② ✐♥st❛❧❧❡❞ ❛t t❤❡ ♦✉t✌♦✇ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳
❚❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✌♦✇ r❛t❡ ❴❱ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❬✶✺❪
❘❡ ❂
❤♥✉s✱♥
✗
❂
✸ ❴❱
✷✗❜❝
✭✸✳✷✮
♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ◆✉ss❡❧t ✌♦✇ ❬✶✸❪ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦☞❧❡ ⑦✉✭③✮✱ t❤❡ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss
❤♥ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✉s✱♥ ❣✐✈❡♥ ❛s
⑦✉✭③✮ ❂
❣ s✐♥☛
✷✗
✭✷❤♥   ③✮③⑦❡①✱ ❤♥ ❂
✸
s
✸✗ ❴❱
❣❜❝ s✐♥☛
✱ ✉s✱♥ ❂
✸
s
✾ ❴❱ ✷❣ s✐♥☛
✽✗❜❝✷
✳ ✭✸✳✸✮
❚❤❡ ❞❡☞♥✐t✐♦♥ ✭✸✳✷✮ ♦❢ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✐s ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ❢♦r t❤❡ ☞❧♠ ✌♦✇ ♦✈❡r ❛ ✌❛t ✐♥❝❧✐♥❡
✇✐t❤♦✉t s✐❞❡✇❛❧❧s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✌♦✇ r❛t❡ ❴q ❂ ❴❱ ❂❜❝ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡
②✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡
◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✮✳
❲❤❡♥ s✐❞❡✇❛❧❧s ♦r ✉♥❞✉❧❛t❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛r❡
✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❋♦r ☞❧♠s ♦✈❡r ✌❛t ✐♥❝❧✐♥❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② s✐❞❡✇❛❧❧s✱ t❤❡ ♥♦✲s❧✐♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t
t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇✬s ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ ❝r♦ss✇✐s❡ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ P❧❡❛s❡
✹✽
✸✳✷✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣s
lasermain ﬂow direction
x
y
z
camera 2
camera 1
laser
camera 1
camera 2
optical ﬁlter
dyed liquid with tracer particles
x
y
z
capillary rise 
at the sidewall
20°
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣s ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ s❤❛♣❡ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✮ ❛♥❞ t❤❡ ✌♦✇ ☞❡❧❞
str✉❝t✉r❡ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✮ ♦❢ t❤❡ ☞❧♠ ✌♦✇✳ ❚❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❛s ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛ ❜❧✉❡ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r ❛♥❞ r❡❝♦r❞❡❞ ❜②
❝❛♠❡r❛ ✶✳ ❚❤❡ str❡❛♠❧✐♥❡s ✇❡r❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ❜② ❛ r❡❞ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r ❛♥❞ r❡❝♦r❞❡❞ ❜② ❝❛♠❡r❛ ✷✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ☞❡❧❞ ✇❛s
♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♠❛❣❡ ✈❡❧♦❝✐♠❡tr② ✭P■❱✮✳ ❚❤❡ P■❱ s②st❡♠ ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ ❛ ♣✉❧s❡❞ ◆❞✿❨❆● ❧❛s❡r ❛♥❞ ❝❛♠❡r❛ ✷✳
❋♦r t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❝❦✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛ r❡❞ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ t❤❡ tr❛❝❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ✌✉✐❞✱ ✇❤✐❝❤
✇❤❡r❡ t❤❡♥ r❡❝♦r❞❡❞ ❜② ❝❛♠❡r❛ ✷✳ ❚❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♠❡r❛ ✷ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ② ✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❛s ❛❞❛♣t❛❜❧❡✳ ▼♦❞✐☞❡❞ ❛♥❞
r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❬✶✶✵❪✳ ❝✌ ❆■P P✉❜❧✐s❤✐♥❣
s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✻ ❛♥❞ ❍❛❛s ❡t ❛❧✳ ❬✻✼❪ ❢♦r t❤❡ ✐♥✌✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s ♦♥ t❤❡ ✌♦✇ r❛t❡ ❛♥❞
t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ☞❡❧❞ ✐♥ ☞❧♠s ♦✈❡r ✌❛t ✐♥❝❧✐♥❡s✳ ❋♦r ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ ✉♥❞✉❧❛t❡❞
t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❤✵✭①✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✉s✭①✮ ♦❢ t❤❡
st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇ ✈❛r② ✐♥ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞✱ ✐❢ s✐❞❡✇❛❧❧s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳
❚♦ t❤❡ ❛✉t❤♦r✬s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ st✉❞✐❡s s✐♠✐❧❛r t♦ ❬✻✼❪ ❢♦r ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r ✉♥❞✉❧❛t❡❞
t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ❍❡♥❝❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛ ❜❡tt❡r ❞❡☞♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❣❧♦❜❛❧❧② ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❜♦t❤ ☞❧♠ ✌♦✇ ♦✈❡r ✌❛t ❛♥❞ ✉♥❞✉❧❛t❡❞ ✐♥❝❧✐♥❡s✱ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❞❡☞♥❡❞
✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮ ✇❛s ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s st✉❞② t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ✐♥❡rt✐❛❧ ❢♦r❝❡s t♦
✈✐s❝♦✉s ❢♦r❝❡s✳
✸✳✷✳✷✳ ❋r❡❡ s✉r❢❛❝❡ s❤❛♣❡
❚❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ❜② ❙❝❤⑧♦r♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬✼✻✱ ✶✶✵❪ ❛♥❞ ❉❛✉t❤ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷✷❪✳
❙t❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇
❚❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❤✵✭①✮ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇ ✇❛s ❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣
s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳ ❚♦ ♣♦rtr❛② ❤✵✭①✮✱ t❤❡ ✌✉♦r❡s❝❡♥t ❞②❡ ◗✉✐♥✐③❛r✐♥ ✇❛s ❞✐ss♦❧✈❡❞ ✐♥
t❤❡ ❊❧❜❡s✐❧ ♦✐❧s✳ P❧❡❛s❡ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶ ❢♦r t❤❡ ❧✐q✉✐❞s ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✹ ❢♦r t❤❡ ❞②❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
❚❤❡ ◗✉✐♥✐③❛r✐♥ ✇❛s ❡①❝✐t❡❞ ✐♥ t❤❡ ①✲③✲♣❧❛♥❡ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜② ❛ ❜❧✉❡
❧✐♥❡ ❧❛s❡r t②♣❡ ❋P✲▲✲✹✺✵✲✹✵P✲✶✵✲❋✷✶✵ ❢r♦♠ ▲❛s❡r ❈♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♥❛rr♦✇
❧❛s❡r ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ✇✐❞t❤✶ ✵✳✸♠♠ ❛♥❞ ❛ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✹✹♠♠ ❛t t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇✱ t❤❡ ❧❛s❡r
✶❆❧❧ ❧✐♥❡ ❧❛s❡rs ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡s✐s ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧
✇✐❞t❤ ❛t ❤❛❧❢ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤✐s ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❛s t❛❦❡♥ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❧✐♥❡ ✇✐❞t❤✳
✹✾
✸✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s②st❡♠s ❛♥❞ s❡t✉♣s
a) b)
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳✿ ✭❛✮ ❊①❡♠♣❧❛r② ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇ ♦✈❡r ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ❚❤❡
❡①❛♠♣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❊❧❜❡s✐❧ ✻✺✱ ❙✐♥✱ ❆ ❂ ✽♠♠✱ ▲ ❂ ✷✵♠♠✱ ☛ ❂ ✽✍ ❛♥❞ ❘❡ ❂ ✷✵✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ❝❡r❛♠✐❝ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
♣❧❛t❡ t❤❛t ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ ✐♠❛❣❡s✳
✇❛s ♠♦✉♥t❡❞ ✷✺ ❝♠ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧❛s❡r ❡♠✐ss✐♦♥
✇❛s ✹✵♠❲ ❛t t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✹✺✵ ♥♠✳
❆ ◆✐❦♦♥ ❉✼✵✵ ❝❛♠❡r❛ ✇✐t❤ ❛ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✶✶✖♠❂♣✐①❡❧ r❡❝♦r❞❡❞ t❤❡ ✌✉♦r❡s❝✐♥❣ ✌✉✐❞
❛♥❞ t❤❡ ❞❛r❦ ❛✐r ❛❜♦✈❡ ✭❝❛♠❡r❛ ✶ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✮✳ ❆♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❧♦♥❣♣❛ss ☞❧t❡r ✇✐t❤ ❛ ✺✵✪ ❝✉t✲
♦☛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✺✺✵ ♥♠ ✇❛s ♠♦✉♥t❡❞ t♦ t❤❡ ❉✼✵✵ t♦ ❜❧♦❝❦ t❤❡ ❧❛s❡r ❧✐❣❤t s❝❛tt❡r❡❞ ❛t t❤❡
s✉❜str❛t❡✳ P❧❡❛s❡ ☞♥❞ ❛♥ ❡①❡♠♣❧❛r② ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ✌♦✇ ♦✈❡r ❛
s✐♥✉s♦✐❞❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺❛✳ ❚❤❡ ❉✼✵✵ ✇❛s ✐♥❝❧✐♥❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ②✲❛①✐s ❜② ✷✵✍
t♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② r✐s❡ ❛t t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s✳ ❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣❧❛t❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺❜ ✇❛s
r❡❝♦r❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ s❡r✈❡❞ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡
❞✐st♦rt✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❝q✉✐r❡❞ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✳
❆♥ ❡❞❣❡✲❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ▲❛❜✈✐❡✇ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜r✐❣❤t
✌✉✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛r❦ ❛✐r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❤✵✭①✮✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ✌♦✇✐♥❣
❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❤✵✭①✮ ✇❛s s✐♠✐❧❛r t♦ ♣r❡❝❡❞❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❡✳❣✳✱ ❙❝❤⑧♦r♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬✼✻❪✿
❚❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ ✐♠❛❣❡s ✇❡r❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❣r❛② s❝❛❧❡ ❛♥❞ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ☞❧t❡r ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡❛❝❤
✐♠❛❣❡ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ♥♦✐s❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✻❛✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
✐♠❛❣❡✱ t❤❡ ❜r✐❣❤t♥❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❛s r❡❛❞ ♦✉t ❛s s❤♦✇♥ ❡①❡♠♣❧❛r✐❧② ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻❜ ❛♥❞ ✐ts
☞rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻❝✮✳ ❚❤❡ ♣✐①❡❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢
t❤❡ ❜r✐❣❤t♥❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❛s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ①✲③✲
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣❧❛t❡ t②♣❡ ✺✾✲✷✶✵✴✵✵✵✸✼
❢r♦♠ ▼❛① ▲❡✈② ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺❜✮✳ ❚❤✐s ♣♦s✐t✐♦♥ ✇❛s ❞❡☞♥❡❞ ❛s t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡
❤✵✭①✮ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ ❋❛st ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✳✿ ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇✳ ❋♦r t❤❡ ♣✐①❡❧ ❝♦❧✉♠♥ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❜② ❛ r❡❞
✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ❡①❡♠♣❧❛r② ✐♠❛❣❡ ✭❛✮✱ t❤❡ ❜r✐❣❤t♥❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ☞rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮✳
❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❜r✐❣❤t♥❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❛s ❞❡☞♥❡❞ ❛s t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❤✵✭①✮✳
✺✵
✸✳✷✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣s
a) b)
❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✳✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ str❡❛♠❧✐♥❡ ♣❛tt❡r♥s✳ ❆❜♦✉t ✺✵ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♠❛❣❡s ✭❛✮
✇❡r❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ t♦ ②✐❡❧❞ t❤❡ str❡❛♠❧✐♥❡ ♣❛tt❡r♥ ✭❜✮✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ❜r✐❣❤t s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❧✐♥❡ ✐♥ ✭❛✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥
✭❜✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❝♦♥t♦✉r✳ ❚❤❡ ❞♦ts ❛♥❞ ❧✐♥❡s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❝♦♥t♦✉r ❛r❡ r❡✌❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s
❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠✳ ❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❊❧❜❡s✐❧ ✶✹✺✱ ❙✐♥✱ ❆ ❂ ✽♠♠✱ ▲ ❂ ✷✵♠♠✱ ☛ ❂ ✶✵✍ ❛♥❞ ❘❡ ❂ ✶✹✳
r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❤❛✈ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ☞rst ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s
❛✶ ❛♥❞ ❛✷ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✳
❚✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✌♦✇
❚♦ r❡❝♦r❞ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❤✭①✱ t✮ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❤✵✭①✮ ✇❛s s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞✐☞❡❞ ❜② ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ t❤❡
❧❛s❡r✳ ❆❧❧ ♦t❤❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❡t✉♣ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦st ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ✐♠❛❣❡s
r❡♠❛✐♥❡❞ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤❡ ◆✐❦♦♥ ❉✼✵✵ ✇❛s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ❝❛♠❡r❛ t②♣❡ ❈❘✻✵✵①✷
❢r♦♠ ❖♣tr♦♥✐s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♠♦✉♥t❡❞ ✐♥ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳ ❚❤❡ ❢r❛♠❡ r❛t❡ ✇❛s s❡t t♦ ✷✵✵
❢r❛♠❡s ♣❡r s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ①✲③✲♣❧❛♥❡ ❛t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✬s ❝❡♥t❡r✱ ✇❤❡r❡
❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ✇❛s ❛❜♦✉t ✷✵✖♠❂♣✐①❡❧✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ❋P✲▲✲✹✺✵✲✹✵P✲✶✵✲
❋✷✶✵ ❧✐♥❡ ❧❛s❡r ✇❛s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t✇♦ ❜r✐❣❤t❡r ❋P✲▼❱♠✐❝r♦✲✹✺✵✲✼✵✲✶✵ ❧✐♥❡ ❧❛s❡rs✱ ❛❧s♦ ❢r♦♠
▲❛s❡r ❈♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧❛s❡r ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ✼✵♠❲ ❛t t❤❡ ❝❡♥tr❛❧
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✹✺✵ ♥♠✳ ❚❤❡ t✇♦ ❧❛s❡r ❧✐♥❡s ✇❡r❡ ♦✈❡r❧❛✐❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r ✌✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢
t❤❡ ◗✉✐♥✐③❛r✐♥✱ ♥❡❝❡ss❛r② ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❤♦rt ❡①♣♦s✉r❡ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ❈❘✻✵✵①✷ ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ❝❛♠❡r❛✳
✸✳✷✳✸✳ ❋❧♦✇ ☞❡❧❞ str✉❝t✉r❡
❚❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ❜② ❙❝❤⑧♦r♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬✼✻✱ ✶✶✵❪ ❛♥❞ ❉❛✉t❤ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷✷❪✳
❙tr❡❛♠❧✐♥❡s
❚❤❡ str❡❛♠❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇ ✇❡r❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ❜② ♣♦rtr❛②✐♥❣ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧✐❣❤t ♦❢
tr❛❝❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ✌✉✐❞✳ P❧❡❛s❡ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✹ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ tr❛❝❡r ♣❛rt✐❝❧❡s✳
❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❡r❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛ r❡❞ ❧✐♥❡ ❧❛s❡r ❢r♦♠ ▲❛s❡r ❈♦♠♣♦♥❡♥ts t②♣❡ ❋P✲▲✲✻✸✺✲✸✵P✲
✶✵✲❋✷✶✵✱ ✇❤♦s❡ ❧❛s❡r s❤❡❡t ✇❛s ❛❧✐❣♥❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ①✲③✲♣❧❛♥❡ ❛t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✬s ❝❡♥t❡r✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♥❛rr♦✇ ❧❛s❡r ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ✇✐❞t❤ ✵✳✸♠♠ ❛♥❞ ❛ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛t ❧❡❛st ✹✹♠♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ☞❧♠✱
t❤❡ ❧❛s❡r ✇❛s ♠♦✉♥t❡❞ ✷✺ ❝♠ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇✳ ❆ ❈▼❖❙ ❝❛♠❡r❛ t②♣❡ ❉❇❑
✻✶❇❯❈✵✷ ❢r♦♠ ■❈ ■♠❛❣✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✷✷✖♠❂♣✐①❡❧ ✇❛s ♠♦✉♥t❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦
t❤❡ ②✲❛①✐s ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ t❤❡ ❧✐❣❤t s❝❛tt❡r❡❞ ❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭❝❛♠❡r❛ ✷ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✮✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥
t❤❡ str❡❛♠❧✐♥❡ ♣❛tt❡r♥✱ ❛❜♦✉t ✺✵ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣✐❝t✉r❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✼❛✮ ✒❛ ✵✳✶ s ❡①♣♦s✉r❡ t✐♠❡ ✇❡r❡
s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✼❜✮✳ ❙♣❛t✐❛❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
♣❧❛t❡ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷ ❢♦r t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❲✐t❤ t❤❡ str❡❛♠❧✐♥❡s s♦
✺✶
✸✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s②st❡♠s ❛♥❞ s❡t✉♣s
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✳✿ ✭❛✮ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✈❡❧♦❝✐t② ☞❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ✌♦✇✱ r❡✈❡❛❧❡❞ ❜② ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♠❛❣❡ ✈❡❧♦❝✐♠❡tr②
✭P■❱✮ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛❜♦✉t ✹ ✈❡❝t♦rs❂♠♠✷ ❢♦r ❝❧❛r✐t②✳ ❚❤❡ ❞♦tt❡❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ str❡❛♠❧✐♥❡s✳ ✭❜✮ ❊①❡♠♣❧❛r②
✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ r❛✇ ❞❛t❛ ♦❢ ✭❛✮ ✇✐t❤ ❜r✐❣❤t tr❛❝❡r ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■♥ t❤❡ ✐♥❧❛②✱ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❝♦♥t♦✉r ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✭②❡❧❧♦✇
❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡✌❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛❝❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ❛t t❤✐s ❝♦♥t♦✉r ❛r❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞✳ ✭❝✮✱ ✭❞✮ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡
✈❡❧♦❝✐t② ☞❡❧❞ ✐♥ t❤❡ tr♦✉❣❤s✱ r❡✈❡❛❧❡❞ ❜② P■❱✳ ❚❤❡ ❜♦❧❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ s❡♣❛r❛tr✐① ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❞❞② ❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❧②✐♥❣
♠❛✐♥ ✌♦✇✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ str❡❛♠❧✐♥❡ ♣❛tt❡r♥✳ ❲❤✐❧❡ ✭❝✮ s❤♦✇s t❤❡ ✈❡❝t♦r ☞❡❧❞✱ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛❜♦✉t ✸✵ ✈❡❝t♦rs❂♠♠✷
❢♦r ❝❧❛r✐t②✱ ✭❞✮ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✉✭① ✱ ③✮✳ ❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❊❧❜❡s✐❧
✶✹✺✱ ❙✐♥✱ ❆ ❂ ✽♠♠✱ ▲ ❂ ✷✵♠♠✱ ☛ ❂ ✶✵✍✱ ❛♥❞ ❘❡ ❂ ✼ ✐♥ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✱ ❛♥❞ ❘❡ ❂ ✶✹ ✐♥ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮✳
♦❜t❛✐♥❡❞✱ t❤❡ s❡♣❛r❛tr✐① ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♥❣ ❛r❡❛s ✐♥ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✬s tr♦✉❣❤s ❛♥❞ t❤❡
✌♦✇✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ❛❜♦✈❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✈✐s✉❛❧ ❥✉❞❣♠❡♥t ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ✝✵✳✶♠♠✳
❚♦❣❡t❤❡r✱ t❤❡ s❡♣❛r❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✐❞ s✉❜str❛t❡ ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❛r② ❢✵✭①✮ ♦❢ t❤❡
✌♦✇✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇✳
❱❡❧♦❝✐t② ☞❡❧❞
❚❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✈❡❧♦❝✐t② ☞❡❧❞ ⑦✉✭①✱ ③✮ ❛t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✬s ❝❡♥t❡r♣❧❛♥❡ ✇❛s r❡✈❡❛❧❡❞ ❜② ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♠✲
❛❣❡ ✈❡❧♦❝✐♠❡tr② ✭P■❱✮✳ ❚❤❡ P■❱ s②st❡♠ ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ ❛ ♣✉❧s❡❞ ❧❛s❡r✱ ❛ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ ❛♥ ❆r❞✉✐♥♦
♠✐❝r♦❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ ✇❤✐❝❤ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❜♦t❤✳ ❚❤❡ ◆❞✿❨❆● ❧✐♥❡ ❧❛s❡r ♦❢ t②♣❡ ❙♦❧♦ ■■✲✶✺ ❢r♦♠ ◆❡✇
❲❛✈❡ ✇❛s ❛❧✐❣♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ①✲③✲♣❧❛♥❡ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞
t❤❡ ✌✉✐❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥tr❛✐♥❡❞ tr❛❝❡r ♣❛rt✐❝❧❡s✳ P❧❡❛s❡ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✹ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡
tr❛❝❡r ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❡ ❈❈❉ ❝❛♠❡r❛ t②♣❡ ❉▼❑ ✹✶❇❯✵✷✴✼✷❇❯❈✵✷ ❢r♦♠ ❚❤❡ ■♠❛❣✲
✐♥❣ ❙♦✉r❝❡ r❡❝♦r❞❡❞ t❤❡ ❧✐❣❤t s❝❛tt❡r❡❞ ❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❛ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✶✵✖♠❂♣✐①❡❧
✭❝❛♠❡r❛ ✷ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✮✳ ❚❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝❧✐♥❡❞ s❧✐❣❤t❧② ❛❣❛✐♥st t❤❡ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦ ❝✐r✲
❝✉♠✈❡♥t t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ♥❡❛r t♦ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✱ ♣r♦✈♦❦❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② r✐s❡ ❛t t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s✳
❚❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❢r❛♠❡s ✇❡r❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ ✐♥t❡rr♦❣❛t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇s✱ ✇❤✐❝❤ ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❆
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✇✐♥❞♦✇✱ ❡✐t❤❡r ✇✐t❤ ❛♥ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡
✺✷
✸✳✷✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣s
x
z
main ﬂow
❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✳✿ ❊①❛♠♣❧❡ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ tr❛❝❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ✭❜❧❛❝❦ ❞♦ts✮✱ ♦✈❡r❧❛✐❞ ✇✐t❤ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✭❝♦❧♦r❡❞ ❧✐♥❡s✮✳ ❚❤❡
❝♦♥t♦✉r ♦❢ t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r t♦♣♦❣r❛♣❤② ✇✐t❤ ❆ ❂ ✽♠♠✱ ▲ ❂ ✶✵♠♠✱ ❲ ❂ ✶♠♠✱ ☛ ❂ ✶✵✍ ✐s s❤♦✇♥ ❛s ❛ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡✳
❚❤❡ ❧✐q✉✐❞ ✇❛s ❊❧❜❡s✐❧ ✶✵✵✳ ❘❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❬✶✷✷❪✳ ❝✌ ❆■P P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳
❢♦r t❤❡ ✌♦✇✐♥❣ ☞❧♠ ♦r ❛ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♥❣ ❛r❡❛s ✐♥ t❤❡ tr♦✉❣❤s ♦❢
t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r ☞❡❧❞ s♦ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❤❛❞ ❛ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❛t ❧❡❛st ✶✵✵ ✈❡❝t♦rs❂♠♠✷✳ P❧❡❛s❡
s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽❛ ❢♦r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✈❡❧♦❝✐t② ☞❡❧❞ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽❜ ❢♦r
❛♥ ❡①❡♠♣❧❛r② ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❛✇ ❞❛t❛✳
❲❤❡♥ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✈❡❧♦❝✐t② ☞❡❧❞s ♦❢ t❤❡ ❡❞❞✐❡s ✐♥ t❤❡ tr♦✉❣❤s ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇❛s r❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ❜♦t❤ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r ☞❡❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ P❧❡❛s❡ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽❝ ❢♦r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞
st❡❛❞②✲st❛t❡ ✈❡❧♦❝✐t② ☞❡❧❞ ⑦✉✭①✱ ③✮ ✇❤❡♥ ❛♥ ❡❞❞② ✐s ♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ✉✭①✱ ③✮ ❂ ❥⑦✉✭①✱ ③✮❥✳
❙♣❛t✐❛❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❞❛t❛ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣❧❛t❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ☞❡❧❞ ⑦✉✭①✱ ③✮ ♦❢ ❡❛❝❤ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇
❝♦♥☞❣✉r❛t✐♦♥ ✇❛s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦✈❡r ❛t ❧❡❛st ✹✵✵ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥s✳ ❲✐t❤
t❤❡s❡ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❞✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇ ✉s✭①✮ ❂ ❥⑦✉✭①✱❤✵✭①✮✮❥
❛♥❞✱ ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✬s ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❡❛♥
❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✖✉s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳
❙✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❝❦✐♥❣
❇❡s✐❞❡s ❞❡t❡❝t✐♥❣ t❤❡ str❡❛♠❧✐♥❡s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ✌♦✇ ♣❛tt❡r♥ ✐♥ t❤❡ ①✲③✲♣❧❛♥❡ ❛t
t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇❛s ❛❧s♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ❜② s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❝❦✐♥❣ ✭❙P❚✮ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
❇♦t❤ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ✌♦✇ t❤❛t ✇❛s ♣❡rt✉r❜❡❞ ❜② tr❛✈❡❧✐♥❣ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❛✈❡s ✇❡r❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s❡t✉♣ ✐s s❤♦✇♥ s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳ ❆♥ ❖♣tr♦♥✐s ❈❘✻✵✵①✷ ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ❝❛♠❡r❛ ✭❝❛♠❡r❛ ✷ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✮✱ ❛ ✶✶✵♠❲ ❧❛s❡r
❧✐❣❤t s❤❡❡t ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❋P✲▲✲✻✸✺ ❧✐♥❡ ❧❛s❡rs ❢r♦♠ ▲❛s❡r ❈♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❛r❧② ♥❡✉tr❛❧❧②
❜✉♦②❛♥t tr❛❝❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✹ ✇❡r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❡♠✐ss✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ✇❛s ✻✸✺ ♥♠✳ ❚❤❡ ❧✐❣❤t s❤❡❡t ❤❛❞ ❛ ✇✐❞t❤ ♦❢ ❛❜♦✉t ✵✳✺♠♠ ✐♥ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞
❧❛② ✐♥ t❤❡ ①✲③✲♣❧❛♥❡ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ t♦ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❡♥tr❛✐♥❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❡r❡✳
❚❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✇❛s ❛❧✐❣♥❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ②✲❛①✐s ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ t❤❡ ❧✐❣❤t s❝❛tt❡r❡❞ ❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ tr❛♥s♣❛r❡♥t s✐❞❡✇❛❧❧s✳ ❆t ❡❛❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥✱ ✺✵✵✵ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
❛t ❧❡❛st ✹✵✖♠❂♣✐①❡❧ ✇❡r❡ r❡❝♦r❞❡❞✳ ❚❤❡ ❢r❛♠❡ r❛t❡ ✇❛s s❡t t♦ ✾✵✵ ❢r❛♠❡s ♣❡r s❡❝♦♥❞✳
❚❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❙P❚ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❈r♦❝❦❡r✲
●r✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✷✸❪✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ P②t❤♦♥ ❚r❛❝❦♣② ❬✶✷✹❪✳ ■♥ ❛
♥✉ts❤❡❧❧✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❡r❡ ☞rst ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ s✉❜✲♣✐①❡❧ ❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡
❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ s✉❜s❡q✉❡♥t ✐♠❛❣❡s ✇❡r❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❛ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐♥ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ❝❡r❛♠✐❝
✺✸
✸✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s②st❡♠s ❛♥❞ s❡t✉♣s
CCD
V CCD
sidewalls
paddlef
x1
x2
dL
d1
d2
β
β
Laser 1
Laser 2
g
x
yz
x'
z'
x'
z'
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✳✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✳ ▼♦❞✐☞❡❞ ❛♥❞
r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❬✼✻❪✳ ❝✌ ❆■P P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣❧❛t❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺❜✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ tr❛❝❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡✐r
tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ❢♦r t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇ ♦✈❡r ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r t♦♣♦❣r❛♣❤②✳
✸✳✷✳✹✳ ▲✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t②
❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ☞❧♠ ✌♦✇ ✇❛s ❝❛r❡❢✉❧❧② ❛♥❛❧②③❡❞ ✇✐t❤ ❛♥
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❡✳❣✳✱ ❬✽✼✱✾✼✱✶✵✼✱✶✶✽❪✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✮ ✇✐t❤ t❤❡ s❡t✉♣ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✳ ❆
♣❛❞❞❧❡ ✇❛s ♠♦✉♥t❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✐♥✌♦✇ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✉♣str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ❚❤❡ ♣❛❞❞❧❡
✇❛s t✐❣❤t✲☞tt✐♥❣ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✬s ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ♣❡r♠❛♥❡♥t❧② ❞✐♣♣❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✳ ❚❤❡
♣❛❞❞❧❡ ♦s❝✐❧❧❛t❡❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✐♥ t❤❡ ③✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❆❡ ❂ ✵✳✺♠♠ ♦r ❜❡❧♦✇✱
❡✐t❤❡r ❞r✐✈❡♥ ❜② ❛ st❡♣♣✐♥❣ ♠♦t♦r t②♣❡ ❉❈ ❇❈■ ✺✷✳✻✵ ❢r♦♠ ❊❇▼ P❛♣st ♦r ❜② ❛ ❊✶✷✺✵✲■P✲
❯❈✴❱✶❘❊ ❧✐♥❡❛r ♠♦t♦r ❞❡✈✐❝❡ ❢r♦♠ ▲✐♥▼♦t✳ ❚❤❛t ✇❛②✱ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✌✉① ❴❱ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡
❝❤❛♥♥❡❧ ✌♦✇ ✇❛s ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ✈❛r✐❡❞ ❛♥❞ s♠❛❧❧✱ t✐♠❡✲♣❡r✐♦❞✐❝✱ tr❛✈❡❧✐♥❣ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❛✈❡s ♦❢ ❛
❢r❡q✉❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✾❍③ ✔ ❢ ✔ ✶✺✳✵❍③ ❛♥❞ ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛ ❁ ✵✳✶♠♠ ❬✶✷✷✱✶✷✺❪ ✇❡r❡ ✐♠♣♦s❡❞
t♦ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇✳ ■♥ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡s❡ ✇❛✈❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❧✐♥❡❛r
❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❬✶✶✹✱✶✷✷✱✶✷✺❪✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✇❡r❡ ❛♠♣❧✐☞❡❞ ♦r ❞❛♠♣❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ✇❛② ❞♦✇♥✲
str❡❛♠✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ ✇❛✈❡ ✇❛s ♣r♦❜❡❞
❛t t❤❡ t✇♦ ❞✐☛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ①✶ ❛♥❞ ①✷ ✐♥ str❡❛♠✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✮✳ ❊✐t❤❡r t✇♦
❍❡✲◆❡ ❧❛s❡rs t②♣❡ ✶✺✵✼✲✵ ❢r♦♠ ❏❉❙ ❯♥✐♣❤❛s❡ ♦r t✇♦ ❞✐♦❞❡ ❧❛s❡rs t②♣❡ ❋P✲❉✲✻✸✺✲✺✲❈✲❋ ❢r♦♠
▲❛s❡r ❈♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❡r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❧❛s❡rs ✇❡r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥ t❤❡ ②✲③✲♣❧❛♥❡
✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ☞ ❂ ✭✷✵ ✝ ✷✮✍ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ②✲❛①✐s✳ ❚❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠s ❤✐t t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡
❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦✈❡r t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ ❛ ❝r❡st ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢
✝✵✳✺♠♠✳ ❇♦t❤ ❧❛s❡r ❜❡❛♠s ✇❡r❡ r❡✌❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ r❡❛❝❤❡❞ ❛ s❝r❡❡♥ ❛❢t❡r ❛♥
♦♣t✐❝❛❧ ♣❛t❤ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛t ❧❡❛st ✸♠✳ ❲❤❡♥❡✈❡r ❛ tr❛✈❡❧✐♥❣ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❛✈❡ ♣❛ss❡❞ t❤❡ r❡✌❡❝t✐♦♥
♣♦✐♥ts✱ t❤❡ ❧❛s❡r s♣♦ts ♦s❝✐❧❧❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ s❝r❡❡♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
♦❢ t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❛✈❡ ❛t t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ str❡❛♠✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ▼♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❛ ❧❛s❡r s♣♦t ♦♥ t❤❡ s❝r❡❡♥ ✇❛s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛①✲
✐♠✉♠ s❧♦♣❡ ✷✙❛❂✕ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♥t♦✉r ♦❢ t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ ✇❛✈❡ ❛t t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥
①✐✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦♥ t❤❡ s❝r❡❡♥ ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
❛ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r✱ tr❛✈❡❧✐♥❣ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❛✈❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✕ ❬✶✶✽❪✳
❆ ❈❈❉ ❝❛♠❡r❛ t②♣❡ ❉▼❑ ✸✶❇❯✵✸ ❢r♦♠ ■❈ ■♠❛❣✐♥❣ r❡❝♦r❞❡❞ ✺✶✷ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛s❡r s♣♦t ♦♥
t❤❡ s❝r❡❡♥ ❛t ❛ ❢r❛♠❡ r❛t❡ ♦❢ ✸✵✳✵❍③✳ ❆ ●❛✉ss✐❛♥ ☞❧t❡r ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♣✐❝t✉r❡ t♦ r❡❞✉❝❡
✺✹
✸✳✷✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣s
✐♠❛❣❡ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✇❛s s❡t t♦ ✽✵✪ ♦❢ t❤❡ ❜r✐❣❤t❡st ♣✐①❡❧ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛
s❤❛r♣✲❡❞❣❡❞ s♣♦t✳ ❚❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ s❤❛r♣✲❡❞❣❡❞ s♣♦t ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❛♥❞ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✐♥ s♣❛❝❡ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♥♦t ❛☛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❞✐st♦rt✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✈✐❡✇s ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛s ♦r ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐☛❡r✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝❛♠❡r❛s t♦ t❤❡ s❝r❡❡♥✳ ■♥
t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ①✵✲③✵ ♦❢ t❤❡ s❝r❡❡♥ ✭✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥❧❛②s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✮ t❤❡ ❧❛s❡r s♣♦t
♣♦s✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s
♣✐✭t✮ ❂ ✭♣①✵✱✐✭t✮✱ ♣③✵✱✐✭t✮✮✱ ✐ ❂ ❢✶✱ ✷❣✳ ✭✸✳✹✮
P❧❡❛s❡ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶❛ ❢♦r ❛ t②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ ♣❛t❤❧✐♥❡s ♣✐✭t✮ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶❜
❢♦r ❛♥ ❡①❝❡r♣t ♦❢ t❤❡ ①✵✲ ❛♥❞ ③✵✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧❛s❡r s♣♦t ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❙✉❜s❡✲
q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠❡❞ s✐❣♥❛❧s
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✵✮ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠❡❞ s✐❣♥❛❧s ❫♣✐✭❢
✵✮✳ ❚❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t
♣❡❛❦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❢ ♦❢ t❤❡ ♣❛❞❞❧❡✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦s ❞✉❡ t♦
❤✐❣❤❡r ❤❛r♠♦♥✐❝s ♦r ❡①t❡r♥❛❧ ♥♦✐s❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❛❜♦✉t t✇♦ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡
❞♦♠✐♥❛♥t ♣❡❛❦✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❛✈❡ ✇❛s ♠❛✐♥❧② s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✇✐t❤
t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❢ ♦❢ t❤❡ ♣❛❞❞❧❡✳
❆ ●❛✉ss✐❛♥ ☞t ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠❡❞ s✐❣♥❛❧s ❫♣✐✭❢
✵✮ ❛♥❞ t❤❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❇✐ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ☞ts ✇❡r❡ ❡①tr❛❝t❡❞✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❇✐ ✇❡r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❛✈❡s ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ①✐ ✐♥ str❡❛♠✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■♥
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❛s s❝❛♥♥❡❞ ✇✐t❤
s♠❛❧❧ st❡♣s ♦❢ ❜♦t❤ ❘❡ ❛♥❞ ❢ ✳ ❆t ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣♦✐♥t ✭❘❡✱ ❢✮✱ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s
❛ ♦❢ t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ ✇❛✈❡s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❇✐ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ●❛✉ss✐❛♥ ☞ts✱ ✇❡r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳
■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s ✭❡✳❣✳ ❬✶✶✽❪✮✱ t❤❡ ❞✐☛❡r❡♥❝❡ ✁❇ ❂ ❇✷   ❇✶ ✇❛s ✉s❡❞
t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ①✐✳ ■❢ ❛ ✇❛✈❡ ✇❛s ❛♠♣❧✐☞❡❞ ✐♥ str❡❛♠✇✐s❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭✁❇ ❃ ✵✮✱ t❤❡ ✌♦✇ ♦❢ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❘❡ ✇❛s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡❧② ✉♥st❛❜❧❡
❛❣❛✐♥st t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❢ ✳ ■♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❝❛s❡✱ ✇❤❡♥
t❤❡ ✇❛✈❡ ✇❛s ❞❛♠♣❡❞ ✐♥ str❡❛♠✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✌♦✇ ✇❛s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s st❛❜❧❡ ✭✁❇ ❁ ✵✮✳ ❙t❛❜❧❡
❛♥❞ ✉♥st❛❜❧❡ r❡❣✐♠❡s ✐♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❝✉r✈❡✱ ✇❤❡r❡ ✁❇ ❂ ✵✳
❆s ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦♥❧② ❤✐t ❛ ♥❡✉tr❛❧ ♣♦✐♥t ❜② ❢♦rt✉✐t②✱ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❝✉r✈❡ ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛
❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣♦✐♥ts✿ ❡✐t❤❡r ❢ ✇❛s ❦❡♣t ☞①❡❞ ❛♥❞ ❘❡ ✇❛s
✈❛r✐❡❞ ♦r ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❚❤❛t ✇❛②✱ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ♣♦✐♥ts ✇❡r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ✝✵✳✷❍③
❛♥❞ ✝✵✳✺❘❡✳
❇❡s✐❞❡s t❤❡ ❜✐♥❛r② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✌♦✇ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ❣r❛❞❡ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇✬s ✭✐♥✮st❛❜✐❧✐t② ❞❡❡♣ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ st❛❜❧❡ ❛♥❞ ✉♥st❛❜❧❡ ✌♦✇ r❡❣✐♠❡s
✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥✈❡✐❧ t❤❡ ✐♥♥❡r t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ❬✶✶✵❪✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤
✇❛s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♣r❡❝❡❞❡♥t st✉❞✐❡s ✇❤✐❝❤ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❧✐♥❡❛r ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❛✈❡s✱
♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ✌❛t ❬✽✼❪ ♦r ✇❛✈② ✐♥❝❧✐♥❡s ❬✶✷✺❪✱ ❣r♦✇ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✐♥ str❡❛♠✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✳✿ ✭❛✮ P♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♣♦ts ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❛s❡r ✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❛s❡r ✭r♦s❡✮ ♦♥ t❤❡ s❝r❡❡♥✳ ✭❜✮
❊①❝❡r♣t ♦❢ t❤❡ ① ✵✲ ❛♥❞ ③ ✵✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ✭❛✮ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r s♣♦ts✳ ✭❝✮ ❆❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢
t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠❡❞ s✐❣♥❛❧s ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r s♣♦ts ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✳ ✭❞✮ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✐☛❡r❡♥❝❡ ✁❇ ♦♥ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❛✮ ✲ ✭❞✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❊❧❜❡s✐❧ ✶✹✺✱ ❘❡❝✱
❆ ❂ ✽♠♠✱ ▲ ❂ ✷✵♠♠✱ ❲ ❂ ✶♠♠ ❛♥❞ ☛ ❂ ✷✶✍✳ ■♥ ✭❛✮ ✲ ✭❝✮✱ ❘❡ ❂ ✾✳✻✻ ❛♥❞ ❢ ❂ ✷✳✵✺❍③✳ ■♥ ✭❞✮✱ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s
♥✉♠❜❡r ✇❛s ✈❛r✐❡❞ ✇❤✐❧❡ ❢ ❂ ✷✳✵✺❍③ ❛♥❞ ❛❧❧ ♦t❤❡r s②st❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t✳
❚❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❝✉r✈❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❜ ❂ ✵ ✐♥ t❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❆ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦✲
❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t❤❡ ❞❡♥s❡❧② s❡tt❧❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡
❘❡✲❢ ✲♣❧❛♥❡✳
❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❞✶ ❛♥❞ ❞✷ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✮ ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
❬✶✵✼❪ t♦ ❡①❝❧✉❞❡ ✐♥✌♦✇ ❛♥❞ ♦✉t✌♦✇ ❡☛❡❝ts✳ ❉✉r✐♥❣ ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ♦♥❧② s♠❛❧❧ tr❛✈❡❧✐♥❣
✇❛✈❡s ✇✐t❤ ❛ r❛t✐♦ ✔ ❂ ❛❂✕ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✬s ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛ t♦ ✐ts ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✕ s♠❛❧❧❡r
t❤❛♥ ✔ ❂ ✵✳✵✶ ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❬✶✶✽❪✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✇❛✈❡✬s ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♥❡✈❡r ❡①❝❡❡❞❡❞ ✷✪
♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇✬s ❧♦❝❛❧ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❋♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞❡❡♣
✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✌♦✇ r❡❣✐♠❡✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞▲ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❧❛s❡rs ✇❛s ❣r❛❞✉❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡❞
✉♥t✐❧ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✔ ✔ ✵✳✵✶ ✇❛s ❢✉❧☞❧❧❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s♦ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❡r❡ ❝♦✉♥t❡r✲❝❤❡❝❦❡❞ t♦
❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♥♦t ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥s✉✍❝✐❡♥t ❞✐st❛♥❝❡ ❞▲✳ ❨❡t ✔ ✔ ✵✳✵✶✱
❛❧❧ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛ ✻❂ ✵✳ ❚❤✐s
❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✐☛❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✇✐t❤ ❛ ❂ ✵ ✐♥ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❬✶✶✸❪ ❛♥❞ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛ s❧✐❣❤t ❞✐s♣❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
♥❡✉tr❛❧ ❝✉r✈❡s ❬✶✶✸✱ ✶✷✺❪✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s✐❣♥✐☞❝❛♥t❧② ❞✐☛❡r✐♥❣ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t②
❝❤❛rts✱ t❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ✈❛r✐❡❞ s❧✐❣❤t❧② ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐☛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✔ ✔ ✵✳✵✶✳
❚❤❡ ❡☛❡❝t ♦❢ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s ♦♥ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✌♦✇ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧
❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ☞♥❞✐♥❣s ❜② ●❡♦r❣❛♥t❛❦✐ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✼❪ ✭s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✻✮✱ ❛s t❤❡ ❑❛♣✐t③❛ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ s✉✍❝✐❡♥t❧②
s♠❛❧❧ ✭❑❛ ❁ ✸✳✽✱ s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮✳
✺✻
✹✳ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
✹✳✶✳ ❉♦❡s t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② s❤❛♣❡ ♠❛tt❡r ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r ✌♦✇ st❛❜✐❧✐t②❄
❈♦♥tr♦✈❡rs✐❛❧ ☞♥❞✐♥❣s ✇❡r❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡☛❡❝t ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✬s s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡ ♦♥ t❤❡
❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ☞❧♠ ✌♦✇s ♦✈❡r ✉♥❞✉❧❛t❡❞ ✐♥❝❧✐♥❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❈❛♦ ❡t
❛❧✳ ❬✶✵✾❪ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❢♦r t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢
☞❧♠ ✌♦✇s ♦✈❡r ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❞✐☛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ✌♦✇ ♦✈❡r
❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r t♦♣♦❣r❛♣❤② ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ P♦❧❧❛❦
❛♥❞ ❆❦s❡❧ ❬✶✵✼❪ ❢♦✉♥❞ ❛ s✐♠✐❧❛r st❛❜✐❧✐t② ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❧✐q✉✐❞ ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r t✇♦ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s
♦❢ ❞✐☛❡r❡♥t s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡✱ ❜✉t ❡q✉❛❧ ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❆t t❤❡ s♣❡❝✐☞❝
❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❘❡ ❂ ✶✸✱ t❤❡② ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ ✌♦✇✬s ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❜♦t❤ ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧
t♦♣♦❣r❛♣❤② ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶❛✮ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤②✱ ♠♦❞✐☞❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❡❞❞✐❡s✱
✇❤✐❝❤ ❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ tr♦✉❣❤s ❛t ❘❡ ❂ ✶✸✱ ❜② ❛ s♦❧✐❞ ❝♦♥t♦✉r ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶❜✮✳ ❙✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ t❤❡ ✌♦✇
♦✈❡r t❤❡ t✇♦ ❞✐☛❡r❡♥t t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s s❤♦✇❡❞ t❤❡ s❛♠❡ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛t t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✳
❚❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝♦♥tr♦✈❡rs✐❛❧ ☞♥❞✐♥❣s tr✐❣❣❡r❡❞ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ q✉❡st✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡s❡♥t ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✿ ❞♦❡s t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✬s s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡ ♠❛tt❡r ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✲
✐t② ♦❢ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ☞❧♠ ✌♦✇s❄ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✬s
s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡ ✇❛s ✈❛r✐❡❞ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇❡r❡ r❡t❛✐♥❡❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ✌♦✇✬s ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✮ ❛♥❞
r❡❧❛t❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✌♦✇ ☞❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♥t♦✉r ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ✌♦✇ ✭❙❡❝t✐♦♥
✹✳✶✳✸✮✳ ❚❤❛t ✇❛②✱ ✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ ❤♦✇ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✬s s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡ ❝❛♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ❜♦t❤ t❤❡
❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❜❛s✐❝ ✌♦✇ ♦❢ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ☞❧♠s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✹✮✳
❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✧❉♦❡s t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✬s s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡ ♠❛tt❡r
✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠ ✌♦✇s❄✧ ❢r♦♠ ❙❝❤⑧♦r♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬✼✻❪✳
✹✳✶✳✶✳ ▼❡❛s✉r❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡
❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❊❧❜❡s✐❧ ✶✹✺ ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r ✉♥❞✉❧❛t❡❞
s✉❜str❛t❡s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✶✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✐♥❝❧✐♥❡❞ ❜② ☛ ❂ ✶✵✍ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✳ P❧❡❛s❡
a) b)
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✿ ✭❛✮ ❙✐♥✉s♦✐❞❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ ✭❜✮ t❤❡ s❛♠❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✱ ♠♦❞✐☞❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❡❞❞② ✐♥ t❤❡ tr♦✉❣❤
❜② ❛ s♦❧✐❞ ❝♦♥t♦✉r✳ ❚❤❡ str❡❛♠❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❑❛ ❂ ✶✳✷✼✾ ❛♥❞ ❘❡ ❂ ✶✸✳ ❘❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❬✶✵✼❪✳
❝✌ ❆■P P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✿ ❚♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ❙✶ ✲ ❙✺✳ ▼♦❞✐☞❡❞ ❛♥❞ r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❬✼✻❪✳ ❝✌ ❆■P P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳
s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶ ❢♦r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✷ ❢♦r ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✌♦✇ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ✶✱ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✸ ❢♦r r❡♠❛r❦s ♦♥ t❤❡ s✉❜str❛t❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥✈❡✐❧ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✬s s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡ ♠❛tt❡rs ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r t❤❡ st❛❜✐❧✐t②
♦❢ ☞❧♠ ✌♦✇s ☞✈❡ ❞✐☛❡r❡♥t❧② s❤❛♣❡❞ s✉❜str❛t❡s ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❆❧❧ s✉❜str❛t❡s
✇❡r❡ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❝♦rr✉❣❛t❡❞ ✐♥ str❡❛♠✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❆ ❂ ✽✳✵♠♠ ❛♥❞ t❤❡
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ▲ ❂ ✷✵✳✵♠♠✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡s✬ t♦♣♦❣r❛♣❤②✱ t❤❡ s❡t
♦❢ ☞✈❡ ❞✐☛❡r❡♥t s②st❡♠s ❙✶   ❙✺ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✇❛s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❙✶
✭s❤❛♣❡ ❂ ❙✐♥✮ ✇✐t❤ ✐ts ♣r❡✈✐♦✉s❧② st✉❞✐❡❞ st❛❜✐❧✐t② ❜❡❤❛✈✐♦r ❬✶✵✼✱✶✵✽❪ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡✳
❚❤❡ ♠♦❞✐☞❡❞ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✭❙✐♥▼♦❞✮ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❙✷ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❡❞❞✐❡s✱ ✇❤✐❝❤
❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ tr♦✉❣❤s ♦❢ ❙✶ ❛t t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❘❡ ❂ ✶✸✱ ❜② ❛ s♦❧✐❞ ❝♦♥t♦✉r✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲s♠♦♦t❤
t♦♣♦❣r❛♣❤② ❙✸ ❤❛❞ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✭❘❡❝✮ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ♥❛rr♦✇ t✐♣s ♦❢ t❤❡ ✇✐❞t❤ ❲ ❂ ✶✳✵♠♠✳ ❚❤❡
t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ❙✹ ❛♥❞ ❙✺ ❡①❤✐❜✐t❡❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ s❛✇t♦♦t❤✲❧✐❦❡ s❤❛♣❡s✱ ❜✉t ✇❡r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ❞✐☛❡r❡♥t❧②
❛❣❛✐♥st t❤❡ ♠❛✐♥ ✌♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❙✹✿ ❙❛✇❀ ❙✺✿ ❙❛✇❘❡✈✮✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❙✷✱ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s
❙✸   ❙✺ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡❞❞② ❝♦♥☞❣✉r❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛♥② ♦r✐❣✐♥❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ❍❡♥❝❡✱
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❙✶✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡✲❣✐✈❡♥ s❡t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ☞✈❡ ❛r❜✐tr❛r② t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s✳
✹✳✶✳✷✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❜❛s✐❝ ✌♦✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❙t❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❘❡❝❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❬✶✵✼❪ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❬✶✵✽❪ st✉❞✐❡s ✉♥✈❡✐❧❡❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢
❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ t❤❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧❧② ❝♦rr✉❣❛t❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❙✶ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✱
s♦❧✐❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡✮✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② ✇❡♥t ❜❡②♦♥❞ t❤✐s ☞rst ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ♦❢ ❊❧❜❡s✐❧ ✶✹✺ ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ☞✈❡ str♦♥❣❧② ❞✐☛❡r✐♥❣ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ❙✶   ❙✺ ❛t
☛ ❂ ✶✵✍✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳ ❙✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ❛❧❧ ❝❤❛rts ✇❡r❡ ❡q✉❛❧✱ ❛s✐❞❡ ❢r♦♠
s♠❛❧❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❛❧❧ ☞✈❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s✱ ❛ ❞❡st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧
❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❘❡❝ ✙ ✼✳✶ ❬✼✾✱ ✽✵❪ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ◆✉ss❡❧t ✌♦✇ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❆t ❧♦✇
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✿ ❙t❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ♦❢ t❤❡ ❊❧❜❡s✐❧ ✶✹✺ ♦✐❧ ❢♦r t❤❡ ✌♦✇ ♦✈❡r t❤❡ ☞✈❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ❙✶   ❙✺ ❛♥❞ ☛ ❂ ✶✵✍✳ ❙t❛rs
✐♥❞✐❝❛t❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡❧② ✉♥st❛❜❧❡ r❡❣✐♠❡s✳ ▼♦❞✐☞❡❞ ❛♥❞ r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❬✼✻❪✳ ❝✌ ❆■P P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳
✺✽
✹✳✶✳ ❉♦❡s t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② s❤❛♣❡ ♠❛tt❡r ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r ✌♦✇ st❛❜✐❧✐t②❄
a) b)
f0(x)
h0(x)
f0(x)
h0(x)
x
z
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✳✿ ❋r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ str❡❛♠❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ☞❧♠ ✌♦✇ ♦❢ ❊❧❜❡s✐❧ ✶✹✺ ❛t ❘❡ ❂ ✶✷✳✼ ❛♥❞ ☛ ❂ ✶✵✍
❢♦r ✭❛✮ t❤❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❙✶ ❛♥❞ ✭❜✮ t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r t♦♣♦❣r❛♣❤② ❙✸✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❤✵✭①✮ ❛♥❞ ❢✵✭①✮ ♦❢ t❤❡
✌♦✇✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ❛r❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❜② ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✳ ▼♦❞✐☞❡❞ ❛♥❞ r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❬✼✻❪✳ ❝✌ ❆■P P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳
❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ❜❡t✇❡❡♥ ❘❡ ✙ ✺✳✵ ❛♥❞ ❘❡ ✙ ✶✶✳✺✱ ❛ s❡♣❛r❛t❡ ❧♦♥❣✲✇❛✈❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐s❧❡
❛♣♣❡❛r❡❞✳ ❚❤✐s ✉♥st❛❜❧❡ ✐s❧❡ ✇❛s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛ ❧♦♥❣✲✇❛✈❡ t②♣❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❜❡②♦♥❞ ❘❡ ✙ ✶✹✳
❚❤❡ t✇♦ ✉♥st❛❜❧❡ ✌♦✇ r❡❣✐♠❡s ✇❡r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ✌♦✇ ❝♦♥☞❣✉r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s st❛❜❧❡ ❛❣❛✐♥st
s♠❛❧❧ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♦❢ ✵✳✾❍③ ✔ ❢ ✔ ✶✺✳✵❍③✳
❇❛s✐❝ ✌♦✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤② t❤❡ s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❤❛s ♥♦ ♠❛❥♦r ✐♠♣❛❝t ♦♥ ✌♦✇
st❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❛r② ❤✵✭①✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❛r② ❢✵✭①✮ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ✇❡r❡
♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ☞✈❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ❙✶   ❙✺ ❛t ✹✳✺ ✔ ❘❡ ✔ ✷✷✳✺✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❛r② ❤✵✭①✮
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇ ❛♥❞ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✸✳✷✳✷✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❛r② ❢✵✭①✮ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ s✉❜str❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ s❡♣❛r❛tr✐① ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❡❞❞✐❡s ✐♥ t❤❡ tr♦✉❣❤s ❛♥❞ t❤❡ ✌♦✇✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ❛❜♦✈❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✮✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❛r② ❢✵✭①✮
✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ str❡❛♠❧✐♥❡ ♣❛tt❡r♥ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳
❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❤✵✭①✮ ❛♥❞ ❢✵✭①✮ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ❢♦r ❢♦✉r ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠✲
❜❡rs✳ ❚❤❡ ☞✈❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❢✵✭❙✐✱①✮ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ✈❛r② ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❢♦r ❛❧❧ ☞✈❡
t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ❙✐ ✭✐ ❂ ❢✶✱ ✷✱ ✸✱ ✹✱ ✺❣✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r s✉❜str❛t❡ s❤❛♣❡s
❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦❢ t❤❡ ❡❞❞✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ tr♦✉❣❤s ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
t❤❡ ☞✈❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❤✵✭❙✐✱①✮ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ❛r❡✱ ❛t ❡q✉❛❧ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✱ ✈❡r②
s✐♠✐❧❛r ❢♦r ❛❧❧ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇s ♦✈❡r t❤❡ str♦♥❣❧② ❞✐☛❡r✐♥❣ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ❙✶   ❙✺✳
✹✳✶✳✸✳ P❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡s ❤✵✭❙✐✱①✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ✌♦✇✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥s
❢✵✭❙✐✱①✮ ❢r♦♠ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❙✶ ✇❛s ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✵✭❙✐✱①✮
❛♥❞ ❢✵✭❙✶✱①✮ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✳✿ ❇♦✉♥❞❛r✐❡s ❤✵✭①✮ ❛♥❞ ❢✵✭①✮ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥s ❢♦r t❤❡ ✌♦✇ ♦❢ ❊❧❜❡s✐❧ ✶✹✺ ♦✈❡r t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s
❙✶ ❙✺ ❛t ❢♦✉r ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ ☛ ❂ ✶✵✍✳ ▼♦❞✐☞❡❞ ❛♥❞ r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❬✼✻❪✳ ❝✌ ❆■P P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳
❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
❉❢✵✭❙✐✮ ❂ ✶ ❑❢✵✭❙✐✮ ✭✹✳✸✮
✇❛s t❛❦❡♥ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❞✐☛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❢✵✭❙✐✱①✮ ❛♥❞ t❤❡
❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❛r② ❢✵✭❙✶✱①✮ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇ ♦✈❡r t❤❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❙✶✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❉❤✵✭❙✐✮ ♦❢
t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✇❛s ❞❡☞♥❡❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧②✳ ❇♦t❤ ❉❢✵✭❙✐✮ ❛♥❞ ❉❤✵✭❙✐✮ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✹✳✻ ❢♦r ❛❧❧ ☞✈❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ❙✶   ❙✺ ❛t ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ✹✳✺ ✔ ❘❡ ✔ ✷✷✳✺✳
❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❉❤✵✭❙✐✮ ✭✐ ❂ ❢✷✱ ✸✱ ✹✱ ✺❣✮ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ t❤r❡❡ ♦r❞❡rs
♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s❉❢✵✭❙✐✮ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ✌♦✇✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥✳
❍❡♥❝❡✱ s❡✈❡r❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✬s s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡ ♣r♦✈♦❦❡ str♦♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❢✵✭①✮ ❜✉t
✐♥❞✉❝❡ ♦♥❧② ♠♦❞❡st ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ ✌♦✇✬s ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❤✵✭①✮ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✮✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❢❛❝❡ ❛ ❢r❡❡
s✉r❢❛❝❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡s❡ ❤✐❣❤❧② s✐♠✐❧❛r ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡s ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✳✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧✐q✉✐❞ ☞❧♠ ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r r❡❝t❛♥❣✉❧❛r t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ♦❢ ❡q✉❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✇✐t❤ ✭❛✮ ♥❛rr♦✇ ❛♥❞ ✭❜✮ ❜r♦❛❞ t✐♣s✳
❛❧♠♦st ❡q✉❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✮ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ s✐❣♥✐☞❝❛♥t❧② ❞✐☛❡r✐♥❣ t♦♣♦❣r❛♣❤② s❤❛♣❡s
✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✮✳
✹✳✶✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r ☞✈❡ ❞✐☛❡r❡♥t❧② s❤❛♣❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s✱
✇❤✐❝❤ s❤❛r❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✌✉✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✲
❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ✇❡r❡ r❡t❛✐♥❡❞✳ ❙✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ❛❧❧ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ✇❡r❡ ❡q✉❛❧✱ ❛s✐❞❡ ❢r♦♠ s♠❛❧❧
❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s ❛st♦♥✐s❤✐♥❣ ☞♥❞✐♥❣✱ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✲
❛r② ♦❢ t❤❡ ✌♦✇✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥✱ ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❤✵✭①✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❛r②
❢✵✭①✮ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥✱ ❞❡☞♥❡❞ ❜② t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡❞❞✐❡s ✐♥ ✐ts tr♦✉❣❤s✱ ✇❡r❡ ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡❞ ✭❋✐❣✉r❡s ✹✳✹ ❛♥❞ ✹✳✺✮✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ✌♦✇✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ❞✐☛❡r❡❞ ❞❡❝✐❞❡❞❧② ❢♦r
t❤❡ ❤✐❣❤❧② ❞✐✈❡rs❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ❙✶   ❙✺✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤✐s s❡✈❡r❡ ❞✐s♣❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s
❢✵✭①✮✱ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❤✵✭①✮ ❛♥❞ ❝♦♥❝♦♠✐t❛♥t t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② r❡♠❛✐♥❡❞ ✉♥❛☛❡❝t❡❞✳
❆r❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ☞♥❞✐♥❣s ❣❧♦❜❛❧❧② ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛❧❧ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ♦❢ ❡q✉❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤❄ ▲❡t ✉s ❝♦♥❞✉❝t ❛ ❣❡❞❛♥❦❡♥❡①♣❡r✐♠❡♥t✿ ❢♦r ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r r❡❝t❛♥❣✉❧❛r❧② ✉♥❞✉✲
❧❛t❡❞ ✐♥❝❧✐♥❡s✱ ✇❡ r❡t❛✐♥ t❤❡ ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥✬s ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ▲ ❛♥❞ ✈❛r② t❤❡ t✐♣✬s ✇✐❞t❤ ❲ ❛s s❤♦✇♥
s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✳ ❋♦r t❤❡ s②st❡♠ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼❛✱ t❤❡ ♥♦✲s❧✐♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡s
❤✐❣❤ s❤❡❛r r❛t❡s ♦♥❧② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥❛rr♦✇ t✐♣s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ✐s s♠❛❧❧✳ ❇❡t✇❡❡♥ t❤❡
t✐♣s✱ t❤❡ ✌♦✇ ❤❛s ❡♥♦✉❣❤ s♣❛❝❡ t♦ ❛tt✉♥❡ ❢r❡❡❧②✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤✐s✱ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
✐♠♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ✌♦✇ ❜② t❤❡ s②st❡♠ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼❜ ❛r❡ ♠✉❝❤ str✐❝t❡r✳ ❚❤❡ ♥♦✲s❧✐♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❤✐❣❤ s❤❡❛r r❛t❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✌♦✇✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ✌♦✇ r❡s❡♠❜❧❡s t♦ t❤❡ ✌♦✇
♦✈❡r ❛ ✌❛t ✐♥❝❧✐♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ❢❡❛t✉r❡s ❛ ❧♦♥❣✲✇❛✈❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❜❡②♦♥❞ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✳
❲✐t❤ t❤❡✐r ♥❛rr♦✇ ❝r❡sts✱ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡
✹✳✷✮ r❡s❡♠❜❧❡ t♦ t❤❡ s②st❡♠ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼❛✳ ❲❡ s♣❡❝✉❧❛t❡ t❤❛t ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ t✐♣✬s
✇✐❞t❤ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ✌♦✇✬s ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥❝♦♠✐t❛♥t t❤❡ ✌♦✇✬s ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ st❛❜✐❧✐t②✳ ❋✐rst
✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤✐s ❡❞✉❝❛t❡❞ ❣✉❡ss ✇❡r❡ r❡♣♦rt❡❞ ❜② ❈❛♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✾❪ ✇❤♦ ❢♦✉♥❞ t❤❛t
❢♦r r❛t❤❡r ❧❛r❣❡ t✐♣s ♦❢ t❤❡ ✇✐❞t❤ ▲❂✷✱ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❞✐☛❡rs ❞❡❝✐❞❡❞❧② ❢r♦♠ t❤❡
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ❆ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡☛❡❝t ♦❢ t❤❡ t✐♣ ✇✐❞t❤ ❲ ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ☞❧♠s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ❛♥❞ r❡✐♥❢♦r❝❡s t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳
◆♦t✇✐t❤st❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ st✉❞② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ☞❧♠s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞
✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❜② ❡✈❡♥ str♦♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✬s s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ♦❢ ✐♠✲
♣❡r❛t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐❦❡✱ ❡✳❣✳✱ ❝✉rt❛✐♥ ❝♦❛t✐♥❣✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✬s s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠♦❞✐☞❡❞ ❢r❡❡❧②✳
✻✶
✹✳ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
✹✳✷✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❢❛r ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ◆✉ss❡❧t ✌♦✇
❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ✈✐s❝♦✉s ☞❧♠s ♦✈❡r ✐♥❝❧✐♥❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❢❡❛t✉r❡
✈❛r✐♦✉s ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❡q✉❛❧❧② ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ◆✉ss❡❧t ✌♦✇
♦✈❡r ❛ ✌❛t ✐♥❝❧✐♥❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡ ✐s❧❡ ❝❛♥ ❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ ✌♦✇✬s ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt
✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✮✳ ❨❡t✱ ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❤♦✇ ✉♥❞✉❧❛t❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ♣r♦✈♦❦❡ t❤❡s❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✇❛s
st✐❧❧ ❧❛❝❦✐♥❣✳ ❚❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ✐s t♦ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡ t❤❡s❡ ☞♥❞✐♥❣s ❛♥❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢②
t❤❡✐r ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❡☛❡❝ts✳ ❋♦r t❤✐s s❛❦❡✱ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ◆✉ss❡❧t ✌♦✇ ✇❛s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❧❡❢t ❜②
❣r❛❞✉❛❧❧② st❡❡♣❡♥✐♥❣ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✱ ✐✳❡✳ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s
♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ t✐♣ ✇✐❞t❤ ♦❢ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝❤❛♥♥❡❧✱ t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✳ ❚❤❛t ✇❛②✱ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ❛♥❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❢❛r ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❧✐♠✐ts
♦❢ t❤❡ ◆✉ss❡❧t r❡❣✐♠❡ ✇❡r❡ r❡✈❡❛❧❡❞ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡s❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱
t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡s ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ☞❡❧❞s ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✌♦✇s ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✭❙❡❝t✐♦♥
✹✳✷✳✸✮✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ♦♥ ❤♦✇ t♦♣♦❣r❛✲
♣❤✐❡s ❝❛♥ ♣r♦✈♦❦❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① s❤❛♣❡ ✇❤✐❝❤ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ♦❢ ☞❧♠ ✌♦✇s ♦✈❡r ✐♥❝❧✐♥❡❞
t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ❝❛♥ ❤❛✈❡ ④ ❢❛r ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ◆✉ss❡❧t r❡❣✐♠❡✳
❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✧❙t❛❜✐❧✐t② ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❢❛r ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ◆✉ss❡❧t
✌♦✇ ④ ❘❡✈❡❛❧❡❞ ❜② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛s②♠♣t♦t✐❝s✧ ❢r♦♠ ❙❝❤⑧♦r♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✵❪✳
✹✳✷✳✶✳ ▼❡❛s✉r❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡
❆❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐q✉✐❞s ❊❧❜❡s✐❧ ✻✺✱ ✶✵✵ ❛♥❞ ✶✹✺ ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r
✉♥❞✉❧❛t❡❞ s✉❜str❛t❡s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ✶✱ ✷ ❛♥❞ ✸✳ P❧❡❛s❡ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶ ❢♦r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞s✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✷ ❢♦r ❛♥ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥
✸✳✶✳✸ ❢♦r r❡♠❛r❦s ♦♥ t❤❡ s✉❜str❛t❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s✳
❚❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ◆✉ss❡❧t ✌♦✇ ♦✈❡r ❛ ✌❛t ✐♥❝❧✐♥❡ s❡r✈❡❞ ❛s t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
❚❤❡ ✌❛t s✉❜str❛t❡ ✇❛s ❞❡☞♥❡❞ ❡✐t❤❡r ❛s t❤❡ ❜♦r❞❡r❧✐♥❡ ❝❛s❡ ❆ ❂ ✵ ❢♦r t❤❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✭❤❛r♠♦♥✐❝✮
t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ♦r ❛s ❲ ❂ ▲ ❢♦r t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✭♥♦♥✲❤❛r♠♦♥✐❝✮ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s✳ ❚❤❡ ◆✉ss❡❧t ❝❛s❡
✇❛s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❧❡❢t ❜② ❡✐t❤❡r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❆ ♦❢ t❤❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s ♦r ❜②
❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ t✐♣ ✇✐❞t❤ ❲ ♦❢ t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s st❡♣ ❜② st❡♣ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✹✳✽✳ ❋♦r t❤❡ st❡❡♣❡st t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ☛✱ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ✈✐s❝♦s✐t②
✗ ❛♥❞ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ▲ ❢♦❧❧♦✇❡❞✳ ❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ ❛❧s♦ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡
✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✬s s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳
✹✳✷✳✷✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
▲✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❛t ❞✐☛❡r❡♥t ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s
❚❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❛s ❛ ☞❧♠ ♦❢ ❊❧❜❡s✐❧ ✶✹✺ ✇❤✐❝❤ ✌♦✇❡❞ ♦✈❡r ❛♥ ✐♥❝❧✐♥❡
♦❢ ☛ ❂ ✶✵ ✍✳ ❚❤❡ ❧✐q✉✐❞✱ t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ▲ ❂ ✷✵♠♠ ♦❢ t❤❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧
t♦♣♦❣r❛♣❤② ✇❡r❡ ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t ✇❤✐❧❡ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✬s ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇❛s ❣r❛❞✉❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢r♦♠
❆ ❂ ✵♠♠ ✭✌❛t s✉❜str❛t❡✮ t♦ ❆ ❂ ✽♠♠ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥ st❡❡♣♥❡ss✱ t❤❡
❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✇❛s ✈❛r✐❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✸ ✔ ❘❡ ✔ ✷✷ ❛♥❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ✌♦✇ ❛❣❛✐♥st
❧✐♥❡❛r ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✵✳✾❍③ ✔ ❢ ✔ ✽✳✵❍③ ✇❛s ♣r♦❜❡❞✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts
♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❆ ❂ ❢✵✱ ✷✱ ✹✱ ✽❣♠♠ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✳
■♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❬✼✾✱✽✵❪✱ ❛ ❧♦♥❣✲✇❛✈❡ t②♣❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✇❛s ❢♦✉♥❞
❢♦r t❤❡ ✌♦✇ ♦✈❡r t❤❡ ✌❛t ✐♥❝❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❆ ✇❛s✱ t❤❡ ♠♦r❡ t❤❡
✻✷
✹✳✷✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❢❛r ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ◆✉ss❡❧t ✌♦✇
1.0
20.0
10.0
20.0
20.0
20.0
8.0
10.0
144.2
1.0
20.0
4.0
10.0
144.2
2.0
10.0
144.2
0.0
10.0
144.2
8.0
10.0
100.3
8.0
10.0
65.1
8.0
14.0
144.2
8.0
17.0
144.2
8.0
21.0
144.2
8.0
23.0
144.2
8.0
36.7
144.2
increasing
A
decreasing
W
1.0
30.0
1.0
40.0
varying shape
(see Section 4.1)
and shape =Sin, L=20mm
Sin SinMod Saw SawRev Rec
and shape =Rec, A=8mm, α=10°, ν=144.2mm2/s
8.0
10.0
144.2
topography amplitude A (mm)
topography inclination α (°)
liquid viscosity ν (mm2/s)
increasing
 α decreasing ν increasingL
topography tip width W (mm)
topography wavelength L (mm)  
Flat
❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✳✿ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ✭❆✱ ▲✱❲ ✱☛✱ ✗✱ s❤❛♣❡✮ t❤❛t ✇❛s ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
✌♦✇ ✇✐t❤ ❛ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❜❡t✇❡❡♥ ❘❡ ✙ ✻ ❛♥❞ ❘❡ ✙ ✶✶ ✇❛s ❞❡st❛❜✐❧✐③❡❞ ❛❣❛✐♥st ❧♦♥❣✲
✇❛✈❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✉♣ t♦ ❢ ✙ ✸❍③✳ ❈♦♥❝♦♠✐t❛♥t✱ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✇❛s r❡❞✉❝❡❞
t♦ ❘❡ ✙ ✻ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s✐❣♥✐☞❝❛♥t ❞❡st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ◆✉ss❡❧t ✌♦✇ ✇✐t❤ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❘❡❝ ✙ ✼✳✶✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s st❛❜✐❧✐③❡❞ t❤❡ ✌♦✇ ♦✈❡r t❤❡ st❡❡♣ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ✇✐t❤ ❆ ✕ ✹♠♠ ❛t
❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ❜❡t✇❡❡♥ ❘❡ ✙ ✶✶ ❛♥❞ ❘❡ ✙ ✶✺ ✳ ❚❤❡r❡✱ t❤❡ ✌♦✇ ✇❛s st❛❜✐❧✐③❡❞ t❤❡ ♠♦r❡✱
t❤❡ st❡❡♣❡r t❤❡ ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s ✇❡r❡✳ ❇♦t❤ t❤❡ ❞❡st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❡☛❡❝ts ❝❛♥ ❝❧❡❛r❧②
❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❛s t❤❡② ✇❡r❡ t❤❡ ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
❆ ✇❛s✳ ❨❡t✱ ✐t s❡❡♠s ❛s ✐❢ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ❆ ❤❛s t♦ ❜❡ ❡①❝❡❡❞❡❞ t♦ ♣r♦✈♦❦❡ t❤❡ s✐❣♥✐☞❝❛♥t
st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇ ❜❡t✇❡❡♥ ❘❡ ✙ ✶✶ ❛♥❞ ❘❡ ✙ ✶✺ ❛♥❞ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
✐♥st❛❜✐❧✐t② ❜r❛♥❝❤✳ ❚♦❣❡t❤❡r✱ t❤❡ ❞❡st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ✐♥✌✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②
❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✐s❧❡ ❛t ❆ ✕ ✹♠♠ ❜❡t✇❡❡♥ ❘❡ ✙ ✻ ❛♥❞ ❘❡ ✙ ✶✶✱
✇❤✐❝❤ ✇❛s ❢♦✉♥❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❬✶✵✼✱ ✶✵✽❪✳ ❚❤❡ ❧❡ss ✇❛✈② t♦♣♦❣r❛♣❤② ✇✐t❤ ❆ ❂ ✷♠♠ ✐♥❞✉❝❡❞
✻✸
✹✳ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
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A
increased
❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✳✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ♦❢ t❤❡ ❊❧❜❡s✐❧ ✶✹✺ ♦✐❧ ❢♦r s❤❛♣❡ ❂ ❙✐♥✱ ☛ ❂ ✶✵ ✍✱ ▲ ❂ ✷✵♠♠ ❛♥❞
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❆ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣♦✐♥ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛s ✇❤✐t❡ ❞♦ts✳ ❇♦❧❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ ♥❡✉tr❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❝✉r✈❡s✳ ❚❤❡ ②❡❧❧♦✇ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♥❡✉tr❛❧ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
◆✉ss❡❧t ✌♦✇ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖rr✲❙♦♠♠❡r❢❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✶✶✵❪✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r ❝♦❞❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡s t❤❡
❣r♦✇t❤ r❛t❡s ❜ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❞♦tt❡❞ ❝♦♥t♦✉r ❧✐♥❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ st❡♣s ♦❢ ✵✳✺♠ ✶✳ ❖♥❧②
❣r♦✇t❤ r❛t❡s ❥❜❥ ❃ ✷✳✺♠ ✶ ✇❡r❡ ♥♦t ♣r❡❝✐s❡❧② q✉❛♥t✐☞❛❜❧❡ ❛♥❞ s❡t t♦ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✳ ▼♦❞✐☞❡❞ ❛♥❞ r❡♣r✐♥t❡❞
✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❬✶✶✵❪✳ ❝✌ ❆■P P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳
♦♥❧② ❛ ♣r❡❝✉rs♦r ♦❢ t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✐s❧❡ ✇✐t❤♦✉t ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt✿ ❚❤❡ ♥❛rr♦✇
❞♦♠❛✐♥ ❛r♦✉♥❞ ❘❡ ✙ ✽ ❛♥❞ ❢ ✙ ✶❍③ ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❜ t❤❛♥✱ ❡✳❣✳✱ ❘❡ ✙ ✶✵ ✱ ❢ ✙ ✶❍③✳
▲✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❛t ❞✐☛❡r❡♥t ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s
■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ☛ ❛t ❝♦♥st❛♥t ❧✐q✉✐❞ ✈✐s❝♦s✐t② ✗ ❂ ✶✹✹✳✷♠♠✷❂s ✭❊❧❜❡s✐❧ ✶✹✺ ✮ ❛♥❞
☞①❡❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❆ ❂ ✽♠♠ ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ▲ ❂ ✷✵♠♠ ♦❢ t❤❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✭s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✮ ♣r♦✈♦❦❡❞ ❛ ❞r❛♠❛t✐❝ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ✭s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✮✳ ❋♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ☛ ❂ ✶✵ ✍✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ r❡♣♦rt❡❞
♣r❡✈✐♦✉s❧② ❬✶✵✼✱ ✶✵✽❪✱ ❛ ❧♦♥❣✲✇❛✈❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐s❧❡ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❘❡ ✙ ✻ t♦ ❘❡ ✙ ✶✶ ❛♣♣❡❛r❡❞
✇❤✐❝❤ ✇❛s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛ st❛❜❧❡ ✌♦✇ r❡❣✐♦♥ ❢r♦♠ ❘❡ ✙ ✶✶ t♦ ❘❡ ✙ ✶✺ ❛♥❞ ❛ ❧♦♥❣✲✇❛✈❡
✐♥st❛❜✐❧✐t② ❜❡②♦♥❞ ❘❡ ✙ ✶✺✳
❙t❡❡♣❡♥✐♥❣ ☛ ❧❡❞ t♦ ❛ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✐s❧❡ ✇✐t❤ ❛ s❤♦rt✲✇❛✈❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t②
♥♦s❡ ❢♦r♠✐♥❣ ❛t ☛ ❂ ✶✼ ✍ ❛♥❞ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ❜❡t✇❡❡♥ ❘❡ ✙ ✶✷ ❛♥❞ ❘❡ ✙ ✶✺ ✳ ❆ ❢✉rt❤❡r
✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ☛ ❢r♦♠ ✶✼ ✍ t♦ ✷✶ ✍ ✐♥❞✉❝❡❞ ❛ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✐s❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② r❡❣✐♦♥
✻✹
✹✳✷✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❢❛r ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ◆✉ss❡❧t ✌♦✇
0
5
10
f 
(H
z)
0 5 10 15 20 25 30
Re
10.0°
14.0°
36.7°
17.0°
21.0°
23.0°
α
increased
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✳✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ♦❢ t❤❡ ❊❧❜❡s✐❧ ✶✹✺ ♦✐❧ ❢♦r ❙✐♥✱ ❆ ❂ ✽♠♠✱ ▲ ❂ ✷✵♠♠ ❛♥❞
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ☛✳ ❈♦♥✈❡❝t✐✈❡❧② ✉♥st❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ s❤❛❞❡❞✳ ❚❤❡ ❜♦❧❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♥❡✉tr❛❧
❝✉r✈❡s✳ ❍❛t❝❤❡❞ ♠❛r❦✐♥❣s ❞❡♥♦t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ❚❤❡ r❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ◆✉ss❡❧t ✌♦✇ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖rr✲❙♦♠♠❡r❢❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✶✶✵❪✳ ▼♦❞✐☞❡❞ ❛♥❞
r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❬✶✶✵❪✳ ❝✌ ❆■P P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳
❛t ❤✐❣❤❡r ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ❛ st❛❜❧❡ ✐s❧❡ ❢♦r♠❡❞ ✇❤✐❝❤ s❤r❛♥❦ ✇❤❡♥ ☛ ❝♦♥t✐♥✉❡❞
t♦ ❣r♦✇ ❛♥❞ ☞♥❛❧❧② ❤❛❞ ❞✐s❛♣♣❡❛r❡❞ ❛t ☛ ❂ ✸✻✳✼ ✍✳ ❲✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢
☞❧♠ ✌♦✇s✱ t❤❡ ♥❛rr♦✇ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r r❡❣✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❘❡ ✙ ✶✺ ❛♥❞ ❘❡ ✙ ✶✻ ❛t ☛ ❂ ✶✼ ✍
❤❛s t♦ ❜❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞✳ ❚❤❡r❡✱ t❤❡ s✉❜str❛t❡✬s ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s ♣r♦✈♦❦❡ ❛ s♠❛❧❧ ♣r♦❝❡ss ✇✐♥❞♦✇
✇❤❡r❡ ❛❧❧ ❦✐♥❞s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❛♠♣❡❞ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r
❜❡✐♥❣ ✉♣ t♦ ❢♦✉r t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❘❡❝ ❂ ✭✺❂✹✮ ❝♦t☛✳ ❆ st❡❡♣❡r ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ☛ ❧❡❞ ♥♦t ♦♥❧② t♦
❛ ❞r❛♠❛t✐❝ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ❛s r❡♣♦rt❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❣❛✈❡
r✐s❡ t♦ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❢r♦♠ ❧♦♥❣✲✇❛✈❡ t②♣❡ ❛t ☛ ❂ ✶✵ ✍ t♦
❝❧❡❛r❧② s❤♦rt✲✇❛✈❡ t②♣❡ ❛t ☛ ❂ ✷✸ ✍ ❛♥❞ ❜❡②♦♥❞✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❈❛♦
❡t ❛❧✳ ❬✶✵✾❪ ❢♦r ♠♦r❡ ✇❡❛❦❧②✱ ❜♦t❤ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r❧② ❛♥❞ s✐♥✉s♦✐❞❛❧❧②✱ ✉♥❞✉❧❛t❡❞ ✐♥❝❧✐♥❡s ❛♥❞ ❢♦r ❛
♠♦r❡ t❤❛♥ t❡♥ t✐♠❡s ❧❡ss ✈✐s❝♦✉s ❧✐q✉✐❞✳
▲✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❛t ❞✐☛❡r❡♥t ✈✐s❝♦s✐t✐❡s
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ s❤♦✇s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ✇❤❡♥ t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ✗ ✇❛s
❞❡❝r❡❛s❡❞ ✐♥ t✇♦ st❡♣s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧
t♦♣♦❣r❛♣❤② ✇❡r❡ r❡t❛✐♥❡❞ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✳ ❆s r❡♣♦rt❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❜② P♦❧❧❛❦ ❛♥❞
❆❦s❡❧ ❬✶✵✼❪✱ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ ❧♦♥❣✲✇❛✈❡ t♦ s❤♦rt✲✇❛✈❡ t②♣❡
✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✈✐s❝♦s✐t②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡ ✐s❧❡ ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❊❧❜❡s✐❧ ✶✵✵ ❛♥❞ ✶✹✺ ❛♥❞
❛ s❤♦rt✲✇❛✈❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♥♦s❡ ❢♦r ❊❧❜❡s✐❧ ✶✵✵ ❛❜♦✈❡ ❘❡ ✙ ✶✺✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❜❡②♦♥❞
❘❡ ✙ ✶✺ ❢♦r ❊❧❜❡s✐❧ ✶✵✵ ❛♥❞ ❘❡ ✙ ✶✶ ❢♦r ❊❧❜❡s✐❧ ✻✺ ✇❡r❡ ❡rr♦r✲♣r♦♥❡ ♦r ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ❛t t❤❛t
t✐♠❡✳
✻✺
✹✳ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
65.1 mm2/s
f 
(H
z)
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144.2 mm2/s
100.3 mm2/s
0
10
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ν
decreased
0/m
2/m
4/m
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✳✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ❢♦r ❙✐♥✱ ☛ ❂ ✶✵ ✍✱ ❆ ❂ ✽♠♠✱ ▲ ❂ ✷✵♠♠ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✈✐s❝♦s✐t②
✗✳ ❈♦♥✈❡❝t✐✈❡❧② ✉♥st❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ s❤❛❞❡❞✳ ❚❤❡ ❜♦❧❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♥❡✉tr❛❧ ❝✉r✈❡s✳ ❍❛t❝❤❡❞
♠❛r❦✐♥❣s ❞❡♥♦t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ❚❤❡ r❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
◆✉ss❡❧t ✌♦✇ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖rr✲❙♦♠♠❡r❢❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✶✶✵❪✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t
♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❜② ❚r✐❢♦♥♦✈ ❬✶✵✽❪✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ♦❢ t❤❡ ❊❧❜❡s✐❧ ✻✺ ♦✐❧ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❜ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✇✐t❤ st❡♣s ♦❢ ✷♠ ✶✳ ▼♦❞✐☞❡❞ ❛♥❞ r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤
♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❬✶✶✵❪✳ ❝✌ ❆■P P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳
❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ P♦❧❧❛❦ ❛♥❞ ❆❦s❡❧ ❬✶✵✼❪✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✇❛s ✐♠♣r♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②
❛♥❞ ❛❧❧♦✇❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✌♦✇✬s st❛❜✐❧✐t② ❛t ❤✐❣❤❡r ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s♦ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✐s❧❡
✐♥❞❡❡❞ ❡①✐sts ❛t ❛❧❧ t❤r❡❡ ✈✐s❝♦s✐t✐❡s ✗ ❂ ❢✻✺✳✶✱ ✶✵✵✳✸✱ ✶✹✹✳✷❣♠♠✷❂s✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣r♦✈❡❞
t❤❛t t❤❡ s❤♦rt✲✇❛✈❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♥♦s❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❊❧❜❡s✐❧ ✶✵✵ ♦✐❧ ❝❛♥ ♠❡r❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡
✐s❧❡ ❜② ❛ ❢✉rt❤❡r ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② t♦ ❊❧❜❡s✐❧ ✻✺✳ ❚❤❡ ❝♦♥t♦✉r ❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞
❣r♦✇t❤ r❛t❡s ❜ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❝♦♥☞r♠ t❤✐s st❛t❡♠❡♥t ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✮✳
❚❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❜r❛♥❝❤❡s ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ st❛❜❧❡ ✐s❧❡ ✐♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t②
❝❤❛rt ♦❢ ❊❧❜❡s✐❧ ✻✺✱ ✇❤❡r❡ ❧♦♥❣✲✇❛✈❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❛♠♣❡❞ ❢❛r ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❘❡②♥♦❧❞s
♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ◆✉ss❡❧t ✌♦✇✳
▲✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❛t ❞✐☛❡r❡♥t ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥ t✐♣ ✇✐❞t❤s
❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✱ t❤❡ ◆✉ss❡❧t ❝❛s❡ ✇❛s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❧❡❢t ❜② ❡✐t❤❡r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s ♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ t✐♣ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r
❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s✳ ◆♦✇✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❇❡❣✐♥♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❲ ❂ ▲ ❂ ✷✵♠♠ ✭✌❛t
s✉❜str❛t❡✮ t❤❡ t✐♣ ✇✐❞t❤ ✇❛s ❣r❛❞✉❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡❞ t♦ ❲ ❂ ✶♠♠ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ☛ ❂ ✶✵✍✱
t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❆ ❂ ✽♠♠ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ▲ ❂ ✷✵♠♠ ♦❢ t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r t♦♣♦❣r❛♣❤② ❛s ✇❡❧❧
❛s t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ✈✐s❝♦s✐t② ✗ ❂ ✶✹✹✳✷♠♠✷❂s ✇❡r❡ ❦❡♣t ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✳
❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t✐♣ ✇✐❞t❤ ❲ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ ❛♥❞ r❡s❡♠❜❧❡s t♦ t❤❡ ❝❤❛rt✬s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞
✭♣❧❡❛s❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✾ ❛♥❞ ✹✳✶✷✮✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ t✐♣ ✇✐❞t❤ ❲ ✇❛s✱ t❤❡ ♠♦r❡ t❤❡
✌♦✇ ✇✐t❤ ❛ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❜❡t✇❡❡♥ ❘❡ ✙ ✻ ❛♥❞ ❘❡ ✙ ✶✶ ✇❛s ❞❡st❛❜✐❧✐③❡❞ ❛❣❛✐♥st ❧♦♥❣✲
✇❛✈❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✉♣ t♦ ❢ ✙ ✸❍③✳ ❈♦♥❝♦♠✐t❛♥t✱ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✇❛s r❡❞✉❝❡❞
t♦ ❘❡ ✙ ✻✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s✐❣♥✐☞❝❛♥t ❞❡st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ◆✉ss❡❧t ✌♦✇✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❜❡t✇❡❡♥ ❘❡ ✙ ✶✶ ❛♥❞ ❘❡ ✙ ✶✺✱ t❤❡ ✌♦✇ ✇❛s
st❛❜✐❧✐③❡❞ t❤❡ ♠♦r❡✱ t❤❡ s❤❛r♣❡r t❤❡ t✐♣s ✇❡r❡✳ ❇♦t❤ t❤❡ ❞❡st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❡☛❡❝ts
✻✻
✹✳✷✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❢❛r ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ◆✉ss❡❧t ✌♦✇
f 
(H
z)
0 5 10 15 20 25 30
Re
1.0 mm0
10
5
W
decreased
20.0 mm
10.0 mm
(W = L)
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✳✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ♦❢ t❤❡ ❊❧❜❡s✐❧ ✶✹✺ ♦✐❧ ❢♦r ❘❡❝✱ ☛ ❂ ✶✵ ✍✱ ❆ ❂ ✽♠♠✱ ▲ ❂ ✷✵♠♠
❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t✐♣ ✇✐❞t❤ ❲ ✳ ❈♦♥✈❡❝t✐✈❡❧② ✉♥st❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ s❤❛❞❡❞✳ ❚❤❡ ❜♦❧❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞
♥❡✉tr❛❧ ❝✉r✈❡s✳ ❚❤❡ r❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ◆✉ss❡❧t ✌♦✇ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛
♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖rr✲❙♦♠♠❡r❢❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✶✶✵❪✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❬✶✶✸❪✳
▼♦❞✐☞❡❞ ❛♥❞ r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❬✶✶✵❪✳ ❝✌ ❆■P P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳
❝❛♥ ❝❧❡❛r❧② ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ st❡❡♣♥❡ss ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❛s t❤❡② ✇❡r❡ t❤❡ ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞✱
t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ t✐♣ ✇✐❞t❤ ❲ ✇❛s✳ ❨❡t✱ ✐t s❡❡♠s ❛s ✐❢ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ❲ ❤❛s t♦ ❜❡ ✉♥❞❡rs❤♦t t♦
♣r♦✈♦❦❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇ ❜❡t✇❡❡♥ ❘❡ ✙ ✶✶ ❛♥❞ ❘❡ ✙ ✶✺ ❛♥❞ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❜r❛♥❝❤✳ ❚❤❡ t✐♣s ✇✐t❤ ❲ ❂ ✶✵♠♠ ♣r♦✈♦❦❡❞ ♦♥❧② ❛ ✬❞✐♣✬ ✐♥ t❤❡
♥❡✉tr❛❧ ❝✉r✈❡ ❛t ✶✶ ✔ ❘❡ ✔ ✶✺✳ ❚❤✐s ❞✐♣ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ♣r❡❝✉rs♦r ♦❢ t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡
✐s❧❡✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r❡❝✉rs♦r ♦❢ t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✐s❧❡ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡r❛t❡❧② ✉♥❞✉❧❛t❡❞ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✇✐t❤ ❆ ❂ ✷♠♠ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✳
▲✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❛t ❞✐☛❡r❡♥t ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s
❚❤❡ s❝❤❡♠❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ▲ ♦❢
t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r t♦♣♦❣r❛♣❤② ❛t ❝♦♥st❛♥t ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ☛ ❂ ✶✵ ✍✱ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❆ ❂ ✽♠♠✱ t✐♣ ✇✐❞t❤
❲ ❂ ✶♠♠ ❛♥❞ ✈✐s❝♦s✐t② ✗ ❂ ✶✹✹✳✷♠♠✷❂s✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t②
❝❤❛rt ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✳ ❲❤❡♥ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✇❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ t❤❡ ♣r✐♠❛r②
✐♥st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛♥❣❡❞ ❢r♦♠ ❧♦♥❣✲✇❛✈❡ t♦ s❤♦rt✲✇❛✈❡ t②♣❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡ ✐s❧❡ ✇❛s ❢♦✉♥❞
f 
(H
z)
0 5 10 15 20 25 30
Re
20.0 mm
30.0 mm
0
10
5
L
increased
40.0 mm
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✳✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ♦❢ t❤❡ ❊❧❜❡s✐❧ ✶✹✺ ♦✐❧ ❢♦r ❘❡❝✱ ☛ ❂ ✶✵ ✍✱ ❆ ❂ ✽♠♠✱❲ ❂ ✶♠♠ ❛♥❞
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ▲ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ❈♦♥✈❡❝t✐✈❡❧② ✉♥st❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ s❤❛❞❡❞✳ ❚❤❡ ❜♦❧❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♥❡✉tr❛❧ ❝✉r✈❡s✳ ❚❤❡ r❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ◆✉ss❡❧t ✌♦✇
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖rr✲❙♦♠♠❡r❢❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✶✶✵❪✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧
r❡s✉❧ts ❬✶✶✸❪✳ ▼♦❞✐☞❡❞ ❛♥❞ r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❬✶✶✵❪✳ ❝✌ ❆■P P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✳✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ☞❡❧❞ ♦❢ ☞❧♠s ♦❢ ❊❧❜❡s✐❧ ✶✹✺ ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r ❢♦✉r
s✐♥✉s♦✐❞❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ♦❢ ❞✐☛❡r❡♥t ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❆ ❜✉t ❡q✉❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ▲ ❂ ✷✵♠♠ ❛♥❞ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ☛ ❂ ✶✵ ✍✳ ▲❡❢t✿
❘❡ ❂ ✼✳✵✳ ❘✐❣❤t✿ ❘❡ ❂ ✶✻✳✵✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ❤✵✭①✮✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ✌♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ✉✭① ✱ ③✮ ✐s ❝♦❧♦r ❝♦❞❡❞✳ ❚❤❡
❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ str❡❛♠❧✐♥❡s ✭❜❧❛❝❦✿ ♠❛✐♥ ✌♦✇❀ ✇❤✐t❡✿ ❡❞❞②✮✳ ❚❤❡ ✇❤✐t❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❡♣❛r❛tr✐①
♦❢ t❤❡ ❡❞❞② ❛t ❘❡ ❂ ✶✻✳✵ ❛♥❞ ❆ ❂ ✽♠♠✳ ▼♦❞✐☞❡❞ ❛♥❞ r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❬✶✶✵❪✳ ❝✌ ❆■P P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳
❛t ❛❧❧ t❤r❡❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ▲ ❂ ❢✷✵✱ ✸✵✱ ✹✵❣♠♠ ❛♥❞ ❛ s❤♦rt✲✇❛✈❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♥♦s❡
❛♣♣❡❛r❡❞ ❢♦r ▲ ✕ ✸✵♠♠ ❛❜♦✈❡ ❘❡ ✙ ✷✵✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✬s ✈✐s❝♦s✐t②
✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ♣r♦✈♦❦❡❞ ❛ s❤♦rt✲✇❛✈❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♥♦s❡✱ ♥♦ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥♦s❡
✇✐t❤ t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✐s❧❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ ▲ ✇❛s ❝❤❛♥❣❡❞✳ ■t r❡♠❛✐♥❡❞ ❛♥ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥
✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ❛♣♣❡❛rs ✇❤❡♥ ▲ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢✉rt❤❡r✳
✹✳✷✳✸✳ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ✌♦✇ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛
❋✐❣✉r❡s ✹✳✾ ✲ ✹✳✶✸ ❝♦♠♣r✐s❡ ❛st♦♥✐s❤✐♥❣ ♥❡✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠s
✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r s✐♥✉s♦✐❞❛❧❧② ✉♥❞✉❧❛t❡❞ ✐♥❝❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts s❤♦✇♥ t❤❡r❡ ❡①❤✐❜✐t ❛ ❤✐❣❤
❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❣r❡✇ ❤❛♥❞ ✐♥ ❤❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✮✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ☞rst t♦♣✐❝ t♦ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐s ❤♦✇ s✉❜str❛t❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❣r♦✇✐♥❣ ❞❡♣t❤
❛☛❡❝t t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠ ✌♦✇s✳ ❋♦r t❤✐s s❛❦❡✱ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❤✵✭①✮ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ☞❡❧❞
⑦✉✭①✱ ③✮ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇ ♦❢ ❊❧❜❡s✐❧ ✶✹✺ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❢♦✉r s✐♥✉s♦✐❞❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❆ ❂ ❢✵✱ ✷✱ ✹✱ ✽❣♠♠ ❜✉t ❡q✉❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ▲ ❂ ✷✵♠♠ ❛♥❞ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ☛ ❂ ✶✵ ✍ ✇❡r❡
♠❡❛s✉r❡❞✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡s ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ☞❡❧❞s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✳ ❚❤❡ ♠♦r❡ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❆ ❣r❡✇✱ t❤❡ ♠♦r❡ t❤❡ ✌♦✇ ☞❡❧❞ ❞✐☛❡r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ str✐❝t❧②
✻✽
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✳✿ ❙t❡❛❞②✲st❛t❡ ✈❡❧♦❝✐t② ☞❡❧❞ ♦❢ ☞❧♠s ♦❢ ❊❧❜❡s✐❧ ✶✹✺ ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✇✐t❤ ❆ ❂ ✽♠♠✱
▲ ❂ ✷✵♠♠ ❛♥❞ ☛ ❂ ✶✵ ✍ ❛t ✭❛✮ ❘❡ ❂ ✼✳✵ ❛♥❞ ✭❜✮ ❘❡ ❂ ✶✻✳✵✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r ❝♦❞❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡s ✉✭① ✱ ③✮ ✭❧❡❢t✮✱ ✉①✭① ✱ ③✮ ✭♠✐❞❞❧❡✮✱
✉③✭① ✱ ③✮ ✭r✐❣❤t✮✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❤✵✭①✮✳ ❚❤❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ str❡❛♠❧✐♥❡s ✭❜❧❛❝❦✿
♠❛✐♥ ✌♦✇❀ ✇❤✐t❡✿ ❡❞❞②✮✳ ❚❤❡ ✇❤✐t❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ✐♥ ✭❜✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s❡♣❛r❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❡❞❞②✳ ❚❤❡ ☞❣✉r❡s s❤♦✇✐♥❣
✉✭① ✱ ③✮ ✐♥ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ✇❡r❡ ♠♦❞✐☞❡❞ ❛♥❞ r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❬✶✶✵❪✳ ❝✌ ❆■P P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳
✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ◆✉ss❡❧t ✌♦✇ ⑦✉✭③✮ ❂ ✉①✭③✮⑦❡① ❞❡☞♥❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✮ ❛♥❞ t❤❡ str♦♥❣❡r t❤❡ ❧♦❝❛❧
✌♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ⑦✉✭①✱ ③✮ ❝❤❛♥❣❡❞ ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡✬s ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡
✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ⑦✉✭①✱ ③✮✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐ts ①✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✉①✭①✱ ③✮ ❛♥❞ ③✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✉③✭①✱ ③✮✱ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺ ❢♦r ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡✳
■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✱ ♥♦t t❤❡ ✌♦✇ ☞❡❧❞ ♦r t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✬s s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡ ❢❛r ❜❡❧♦✇
t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✱ ✇❛s ✐❞❡♥t✐☞❡❞ t♦ ❜❡ ❞❡❝✐s✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠ ✌♦✇s ✭♣❧❡❛s❡ ❛❧s♦
s❡❡ ❙❝❤⑧♦r♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬✼✻❪✮✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❤✵✭①✮ ❛♥❞ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❢r❡❡
s✉r❢❛❝❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✉s✭①✮ ✇❡r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✷✳✷ ❛♥❞ ✸✳✷✳✸✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻❛
s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❤❛✈ ❣r❡✇ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
❆ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ❋♦r ❞❡❡♣ ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❆ ✕ ✹♠♠✱ ❤❛✈ ✇❛s s✐❣♥✐☞❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ◆✉ss❡❧t ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❤♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻❜ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
❛✶ ♦❢ t❤❡ ☞rst ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❢❡❛t✉r❡❞ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❛t ❘❡ ✙ ✽✳ ❚❤✐s ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ❛✶
✇❛s t❤❡ ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✇❛s✳ ❆❜♦✈❡ ❘❡ ✙ ✶✶✱
❛✶ ❤❛❞ s✐❣♥✐☞❝❛♥t❧② ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛✷
♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ✈❡rs✉s t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻❝✳
■♥❝r❡❛s✐♥❣ ❆ ❧❡❞ t♦ ❛ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❛✷ ❛t ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ❜❡❧♦✇ ❘❡ ✙ ✶✶✳ ❇❡②♦♥❞ ❘❡ ✙ ✶✶ t❤❡
✌♦✇ ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❛ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ s❤❛♣❡ ❛s ❛✷ ✦ ✵ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❇♦t❤ ❛✶ ❛♥❞ ❛✷ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t st❛♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡s ❬✹✼✱ ✹✾❪ ✇❤✐❝❤
❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇s ♦✈❡r t❤❡ ✉♥❡✈❡♥ s✉❜str❛t❡s✳ ❆❧t♦❣❡t❤❡r✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❛✐❞ t❤❛t
t❤❡ ❞❡❡♣❡r t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡✱ t❤❡ t❤✐❝❦❡r t❤❡ ☞❧♠ ✇❛s ❛♥❞ t❤❡ ❜✐❣❣❡r t❤❡ r❡s♦♥❛♥t st❛♥❞✐♥❣
✇❛✈❡ ✇❛s✳
❚❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥✌✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ♦♥ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❤✵✭①✮ ❞✐❞ ♥♦t r❡♠❛✐♥
✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✉s✭①✮✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ✉s✭①✮ ❛r❡
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✳✿ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ☞❧♠s ♦❢ ❊❧❜❡s✐❧ ✶✹✺ ❛t ☛ ❂ ✶✵ ✍ ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡
❢♦✉r s✐♥✉s♦✐❞❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ♦❢ ❞✐☛❡r❡♥t ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❆ ❜✉t ❡q✉❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ▲ ❂ ✷✵♠♠ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✳ ✭❛✮
▼❡❛♥ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❤❛✈ ✱ ✭❜✮ ☞rst ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛✶ ❛♥❞ ✭❝✮ s❡❝♦♥❞ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
❛✷✱ ❡❛❝❤ ✈❡rs✉s t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡ s❤❛❞❡❞ ❛r❡❛ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✐s❧❡ ✐♥ t❤❡ ✌♦✇✬s st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ❢♦r
❆ ❂ ✽♠♠ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✮✳ ▼♦❞✐☞❡❞ ❛♥❞ r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❬✶✶✵❪✳ ❝✌ ❆■P P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳
✈❡❧♦❝✐t② ✉s✱♥ ❣r❡✇ ❤❛♥❞ ✐♥ ❤❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❆ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ◆✉ss❡❧t ❝❛s❡✱ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✖✉s ❛t t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇ ✇❛s
♠❡❛s✉r❡❞ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼❜✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❤❛✈ ♠❡♥t✐♦♥❡❞
❛❜♦✈❡✳ ▲♦✇ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ ❞❡❡♣ ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s ✐♥t❡♥s✐❢② t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ✖✉s✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡
❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ✉s✭①✮ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡✬s ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✇❡r❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚♦
q✉❛♥t✐❢② t❤❡s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥t r✉s ✇❛s ❞❡☞♥❡❞ ❛s
r✉s ❂
✉s✱♠❛①   ✉s✱♠✐♥
①✭✉s✱♠✐♥✮  ①✭✉s✱♠❛①✮
✱ ✭✹✳✹✮
✇✐t❤ ✉s✱♠❛① ❂ ♠❛①❬✉s✭①✮❪ ❛♥❞ ✉s✱♠✐♥ ❂ ♠✐♥❬✉s✭①✮❪✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼❝ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s
♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥✬s ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛☛❡❝t r✉s✳ ❚❤❡ ❞❡❡♣❡r t❤❡ ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s ✇❡r❡✱ t❤❡
str♦♥❣❡r ✉s✭①✮ ✈❛r✐❡❞ ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡r r✉s ✇❛s✳ ❚❤❡
❜✐❣❣❡st r❡s♦♥❛♥t st❛♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡s ❛♣♣❡❛r❡❞ ❜❡❧♦✇ ❘❡ ✙ ✶✶✳ ❍❡♥❝❡✱ r✉s r❡❛❝❤❡❞ ✐ts ♠❛①✐♠✉♠
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✳✿ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ☞❧♠s ♦❢ ❊❧❜❡s✐❧ ✶✹✺ ❛t ☛ ❂ ✶✵ ✍ ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r
t❤❡ ❢♦✉r s✐♥✉s♦✐❞❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ♦❢ ❞✐☛❡r❡♥t ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❆ ❜✉t ❡q✉❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ▲ ❂ ✷✵♠♠ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✳
✭❛✮ ▲♦❝❛❧ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✉s✭①✮✱ ❡①❡♠♣❧❛r✐❧② s❤♦✇♥ ❢♦r ❘❡ ❂ ✼✳✵ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ❘❡ ❂ ✶✻✳✵ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮✳ ✭❜✮
❘❛t✐♦ ✖✉s❂✉s✱♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✖✉s ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✉s✱♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ◆✉ss❡❧t ✌♦✇✳
✭❝✮ ❋r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥t r✉s ✳ ❚❤❡ s❤❛❞❡❞ ❛r❡❛ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✐s❧❡ ✐♥ t❤❡ ✌♦✇✬s st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ❢♦r
❆ ❂ ✽♠♠ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✮✳ ▼♦❞✐☞❡❞ ❛♥❞ r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❬✶✶✵❪✳ ❝✌ ❆■P P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✳✿ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ☞❧♠s ♦❢ ❊❧❜❡s✐❧ ✶✹✺ ❛t ☛ ❂ ✶✵ ✍ ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ t❤r❡❡
r❡❝t❛♥❣✉❧❛r t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ♦❢ ❞✐☛❡r❡♥t t✐♣ ✇✐❞t❤s ❲ ❜✉t ❡q✉❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❆ ❂ ✽♠♠ ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ▲ ❂ ✷✵♠♠✳ ✭❛✮
▼❡❛♥ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❤❛✈ ✱ ✭❜✮ ☞rst ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛✶ ❛♥❞ ✭❝✮ s❡❝♦♥❞ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
❛✷✱ ❡❛❝❤ ✈❡rs✉s t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡ s❤❛❞❡❞ ❛r❡❛ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✐s❧❡ ✐♥ t❤❡ ✌♦✇✬s st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ❢♦r
❲ ❂ ✶♠♠ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✮✳
❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✾ ✲ ✹✳✶✸ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞❡st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❡☛❡❝ts ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❡q✉❛❧❧②
❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ◆✉ss❡❧t ✌♦✇s✳ ❚❤♦s❡ ❛r❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♠❡❛♥ ☞❧♠
t❤✐❝❦♥❡ss ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻❛✮✱ t❤❡ ❝✉r✈❡❞ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✭❋✐❣✉r❡s ✹✳✶✻❜✱ ✹✳✶✻❝✮✱ ❛♥❞ ❛s ❛
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤✱ t❤❡ ♠♦❞✐☞❡❞ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✌♦✇ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✮✳
❚❤❡ ♠❡❛♥ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❤❛✈ ✇❛s s❤♦✇♥ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❤❛♥❞ ✐♥ ❤❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❆ ♦❢ t❤❡
t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ❚❤✐s ❧❡❞ t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ✌♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ✖✉s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡♣♦rt❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ st❛❜✐❧✐③✐♥❣
❡☛❡❝t ❬✾✾❪✳ ■❢ t❤❡ ✌♦✇ ♦✈❡r ✇❛✈② ✐♥❝❧✐♥❡s ✐s st❛❜✐❧✐③❡❞ ❞✉❡ t♦ ❤❛✈ ❃ ❤♥✱ ✇❤② ✐s t❤❡r❡ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss
❛♥ ✉♥st❛❜❧❡ ✐s❧❡ ❛t ❧♦✇ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈♦❦❡s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇✱
❡✳❣✳✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾❄ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② ✉♥✈❡✐❧❡❞ t❤❛t r❡s♦♥❛♥t st❛♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡s ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦
t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✐s❧❡✳ ❋♦r ☞❧♠s ♦❢ ❊❧❜❡s✐❧ ✶✹✺ ✌♦✇✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧❧② ✉♥❞✉❧❛t❡❞ ✐♥❝❧✐♥❡ ✇✐t❤
☛ ❂ ✶✵ ✍✱ ❆ ✕ ✹♠♠ ❛♥❞ ▲ ❂ ✷✵♠♠✱ t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✐s❧❡ ❛♣♣❡❛r❡❞ ❛t ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❘❡②♥♦❧❞s
♥✉♠❜❡rs ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❝✉r✈❛t✉r❡✱ q✉❛♥t✐☞❡❞ ❜② ❛✶ ❛♥❞ ❛✷✱ r❡❛❝❤❡❞ ✐ts ♠❛①✐♠✉♠✳
❚❤❡ ♠♦r❡ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✬s ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❆ ❣r❡✇✱ t❤❡ str♦♥❣❡r t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✇❛s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦r❡
♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✐s❧❡ ✇❛s ✭♣❧❡❛s❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✾ ❛♥❞ ✹✳✶✻✮✳
❚❤✐s ✐s ♥♦t ❛ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡✱ ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ str♦♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥ts r✉s ❛t t❤❡ ❢r❡❡
s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼❝✮ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ ❞❡st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❡☛❡❝t✱ s✐♠✐❧❛r t♦ ✇❡❛❦ ❤②❞r❛✉❧✐❝
❥✉♠♣s ❬✺✺❪✳ ❋♦r t❤❡ ❧❡ss ✉♥❞✉❧❛t❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✇✐t❤ ❆ ❂ ✷♠♠✱ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✇❛s ✇❡❛❦❡r ❛♥❞
♣r♦✈♦❦❡❞ ♦♥❧② ❛ ♣r❡❝✉rs♦r ♦❢ t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✐s❧❡ ❛r♦✉♥❞ ❘❡ ✙ ✽ ❛♥❞ ❢ ✙ ✶❍③ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✮✳
❇❡s✐❞❡s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✬s ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❆ ❂ ✵ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡
t♦♣♦❣r❛♣❤②✬s t✐♣ ✇✐❞t❤ ✇❛s ❞❡❝r❡❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛s②♠♣t♦t✐❝s ❢r♦♠❲ ❂ ▲ ❂ ✷✵♠♠ t♦
❲ ❂ ✶♠♠ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧ ♦t❤❡r s②st❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✮✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞
st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✮✱ ✇❤✐❝❤ ❣r❡✇ ✇❤❡♥ t❤❡ t✐♣ ✇✐❞t❤ ✇❛s
r❡❞✉❝❡❞✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✌♦✇ ❤❛❞ ♠♦r❡ s♣❛❝❡ t♦ ❛tt✉♥❡ ❢r❡❡❧② ✭♣❧❡❛s❡ s❡❡ t❤❡ ❣❡❞❛♥❦❡♥❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✹✮✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ s✐♠✐❧❛r ✇❤❡♥ ❡✐t❤❡r
❆ ✇❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♦r ❲ ✇❛s ❞❡❝r❡❛s❡❞ ✭♣❧❡❛s❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✾ ❛♥❞ ✹✳✶✷✮✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✱ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❤✵✭①✮ ✐s ❞❡❝✐s✐✈❡ ❢♦r t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt✳
❍❡♥❝❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t❤❡ ✉♥✈❡✐❧ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ s❛♠❡ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ✭❤❛✈ ✐♥❝r❡❛s❡❞✮ ❛♥❞ ❞❡st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ✭❢r❡❡
s✉r❢❛❝❡ r❡s♦♥❛♥❝❡✮ ❡☛❡❝ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✇❤❡♥ ❡✐t❤❡r ❆ ♦r❲ ✐s ✈❛r✐❡❞✱ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡
❤✵✭①✮ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ t✐♣ ✇✐❞t❤s ❲ ❂ ❢✶✱ ✶✵✱ ✷✵❣♠♠✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❲ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❆ ❤❛❞ ❜❛s✐❝❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ❡☛❡❝t ♦♥ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾✳✿ ❋✐rst ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛✶ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ☞❧♠ ✌♦✇s ♦✈❡r ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❆ ❂ ✽♠♠
✈❡rs✉s t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✳ ❋✐❧❧❡❞ s②♠❜♦❧s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✐s❧❡ ✐♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
✌♦✇✳ ✭❛✮ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ☛ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❛t ☞①❡❞ ✈✐s❝♦s✐t② ✗ ❂ ✶✹✹✳✷♠♠✷❂s ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
▲ ❂ ✷✵♠♠ ♦❢ t❤❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ✭❜✮ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ✗ ❛t ☞①❡❞ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ☛ ❂ ✶✵✍ ❛♥❞
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ▲ ❂ ✷✵♠♠ ♦❢ t❤❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ✭❝✮ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ▲ ♦❢ t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r
t♦♣♦❣r❛♣❤② ❛t ☞①❡❞ ✈✐s❝♦s✐t② ✗ ❂ ✶✹✹✳✷♠♠✷❂s✱ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ☛ ❂ ✶✵✍ ❛♥❞ t✐♣ ✇✐❞t❤ ❲ ❂ ✶♠♠✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s
❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ ❛✶✳ ✭❛✮✱ ✭❜✮ ▼♦❞✐☞❡❞ ❛♥❞ r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❬✶✶✵❪✳ ❝✌ ❆■P P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳
st❡❛❞②✲st❛t❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❛s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✶✻ ❛♥❞ ✹✳✶✽ s❤♦✇s✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡
♠❡❛♥ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❤❛✈ ✇❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛t ❛❧❧ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
◆✉ss❡❧t ✌♦✇✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ☞rst ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛✶ ❛♣♣❡❛r❡❞
❛t ❘❡ ✙ ✽✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✐s❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ✭❋✐❣✉r❡s
✹✳✾ ❛♥❞ ✹✳✶✷✮ ✐s ❧♦❝❛t❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛✷ ✦ ✵ ❛❜♦✈❡
❘❡ ✙ ✶✶✱ ✐✳❡✳ ❛t ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✐s❧❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ✭✐♥❝r❡❛s❡❞
♠❡❛♥ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss✮ ❛♥❞ ❞❡st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ✭❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ r❡s♦♥❛♥❝❡✮ ❡☛❡❝ts ♣r♦✈♦❦❡❞ ❜② ✈❛r✐❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❆ ❛♥❞ ❲ ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ❚❤❡ s❤❛r♣❡r t❤❡ t✐♣s ✇❡r❡✱
t❤❡ str♦♥❣❡r t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✇❛s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✐s❧❡
✇❛s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✮✳ ❆t ❲ ❂ ✶✵♠♠ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✇❛s ✇❡❛❦ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽❜✮ ❛♥❞ ♦♥❧② ❛
♣r❡❝✉rs♦r ♦❢ t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✐s❧❡ ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ❛r♦✉♥❞ ❘❡ ✙ ✽ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✮✳
❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ❛♥❞ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✇❡r❡ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡❞✱ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱ t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✐s❧❡ st❛②❡❞ ❛t
❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ❜❡t✇❡❡♥ ❘❡ ✙ ✻ ❛♥❞ ❘❡ ✙ ✶✶ ✭❋✐❣✉r❡s ✹✳✾✱ ✹✳✶✷✱ ✹✳✶✻✱ ✹✳✶✽✮✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✮✱ t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✮ ♦r t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✭❋✐❣✉r❡
✹✳✶✸✮ ❧❡❞ t♦ ❛ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ☞rst ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛✶ ❛♥❞ t❤✉s ♦❢
t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✐s❧❡ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾✳
✹✳✷✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ♦❢ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ☞❧♠ ✌♦✇s ♦✈❡r ❝♦rr✉❣❛t❡❞ ✐♥❝❧✐♥❡s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❡①❤✐❜✐t ❛
❤✐❣❤ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❣r♦✇s ❤❛♥❞ ✐♥ ❤❛♥❞ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t✐♣ ✇✐❞t❤
♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✭❋✐❣✉r❡s ✹✳✾ ❛♥❞ ✹✳✶✷✮ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ✐♥ ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ✇❛② ♦♥ t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥
❛♥❣❧❡✱ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✬s ✈✐s❝♦s✐t② ❛♥❞ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✬s ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✭❋✐❣✉r❡s ✹✳✶✵✱ ✹✳✶✶ ❛♥❞ ✹✳✶✸✮✳
▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡s ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ☞❡❧❞s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① s❤❛♣❡
♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts t♦ t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞❡st❛✲
❜✐❧✐③✐♥❣ ❡☛❡❝ts ♣r♦✈♦❦❡❞ ❜② t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇ ❞✉❡ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞
♠❡❛♥ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❞❡st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇ ❞✉❡ t♦ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❢r❡❡
s✉r❢❛❝❡ ✇❡r❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ❡☛❡❝ts✳ ❋♦r ☞❧♠s ♦❢ ❊❧❜❡s✐❧ ✶✹✺ ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r ♠♦❞❡r❛t❡❧②
✐♥❝❧✐♥❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ✭☛ ❂ ✶✵ ✍✱ ▲ ❂ ✷✵♠♠✮ ✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❡✐t❤❡r st❡❡♣ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✉♥❞✉❧❛✲
✼✷
✹✳✷✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❢❛r ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ◆✉ss❡❧t ✌♦✇
t✐♦♥s ✭❆ ✕ ✹♠♠✮ ♦r s❤❛r♣ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s ✭❲ ❂ ✶♠♠✱ ❆ ❂ ✽♠♠✮ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡
♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡❞✳ ❚❤✐s r❡❞✉❝❡❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ◆✉ss❡❧t ✌♦✇ ❛♥❞ ♣r♦✈♦❦❡❞ ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡ ✐s❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt✳ ❉❡❝r❡❛s✐♥❣
t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ♦r t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t②✱ ♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ s❤✐❢t❡❞ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡
♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✐s❧❡ t♦ ❤✐❣❤❡r ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤❛t ✇❛②✱ t❤❡ st❛❜✐❧✐③✐♥❣
❡☛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❛t ❧♦✇ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ t❤❡ ✌♦✇s ✇❡r❡
♠♦r❡ st❛❜❧❡ ❛❣❛✐♥st ❧♦♥❣✲✇❛✈❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s t❤❛♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ◆✉ss❡❧t ✌♦✇s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡
✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✬s ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ t✐♣ ✇✐❞t❤ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
t❤❡ ❧✐q✉✐❞✬s ✈✐s❝♦s✐t② ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ♦r t❤❡ ❞❡st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❡☛❡❝t ♣r❡✈❛✐❧s✳
❚❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ❡☛❡❝ts ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ♣r♦♣❡r❧②
❜② t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ◆✉ss❡❧t s♦❧✉t✐♦♥✿ r❡❞✉❝✐♥❣ ❛ ☞❧♠ ✌♦✇ ♦✈❡r ❞❡❡♣ ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s t♦ ❛ ◆✉ss❡❧t
✌♦✇ ✇♦✉❧❞ ❞✐sr❡❣❛r❞ t❤❡ s✐❣♥✐☞❝❛♥t❧② ❞✐☛❡r✐♥❣ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✇❤✐❝❤ ❣♦✈❡r♥ t❤❡
✌♦✇✬s st❛❜✐❧✐t② ④ ❢❛r ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ ◆✉ss❡❧t✬s t❤❡♦r②✳
✼✸
✹✳ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
✹✳✸✳ P❛tt❡r♥s ❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣❛t❤✇❛② ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t②
❚❤❡ t❤❡♠❛t✐❝ ♣r✐♦r✐t② ♦❢ ♣r❡❝❡❞❡♥t ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ✈✐s❝♦✉s ☞❧♠s
✌♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ ❝♦rr✉❣❛t❡❞ ✐♥❝❧✐♥❡s ✇❛s t♦ ✉♥✈❡✐❧ ❛♥❞ s❝r✉t✐♥✐③❡ s♣❡❝✐☞❝ st❛❜✐❧✐t② ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱
♣r♦✈♦❦❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ♦❢ t❤❡ ✌✉✐❞ ❛♥❞ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✭♣❧❡❛s❡ s❡❡ t❤❡ ❙❡❝t✐♦♥s ✹✳✶✱ ✹✳✷
❛♥❞ t❤❡ ❘❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✼✻✱ ✶✵✼✱ ✶✵✽✱ ✶✶✵✱ ✶✶✷✱ ✶✶✸✱ ✶✷✷❪✮✳ ❋♦r ❛ ♣❧❡♥t② ♦❢ ✈❡r② ❞✐☛❡r❡♥t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
s②st❡♠s t❤❡ s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡✱ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ☛✱ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❆✱ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ▲ ❛♥❞ t✐♣ ✇✐❞t❤ ❲ ♦❢ t❤❡
t♦♣♦❣r❛♣❤② ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ✗ ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ✇❡r❡ ✈❛r✐❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✌♦✇
✇❛s s❝r✉t✐♥✐③❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❙✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ❡✳❣✳✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡
♦❢ ☛ ♦r ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ✗ ❤❛❞ ❛ s✐♠✐❧❛r ❡☛❡❝t ♦♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ✭♣❧❡❛s❡ s❡❡ t❤❡ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✶✵
❛♥❞ ✹✳✶✶ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐☛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ✐s❧❡s ✇❛s
♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ ☛✱ ✗✱ ▲✱ ❆ ♦r ❲ ✇❡r❡ ✈❛r✐❡❞ ❬✶✶✵✱ ✶✶✸❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✇❛s
❢♦✉♥❞ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s✱ ❜❡✐♥❣ ✈❛❧✐❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇✬s st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ❢♦r
✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ☛✱ ✗✱ ▲✱ ❆✱ ❲ ❛♥❞ s❤❛♣❡✳ ❚❤✐s ❧❛❝❦ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉t❡❞
❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r✱ ❡✳❣✳✱ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ☞❧♠ ✌♦✇s✳ ❚❤❡r❡ ✇❛s ♥♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♣r❡❞✐❝t
❤♦✇ ❛ s②st❡♠ r❡❛❝ts ♦♥ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉♥❧❡ss t❤❡ st❛❜✐❧✐t②
❝❤❛rt ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐☞❝ s②st❡♠ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ♦r ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳
❚❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ st✉❞② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❣✉✐❞❡ ♦♥
❤♦✇ t♦ t✉♥❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠ ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r ❛♥ ✐♥❝❧✐♥❡❞
t♦♣♦❣r❛♣❤② ✐♥ ❛ ✇❛② ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡s✐r❡❞ ♦r r❡q✉✐r❡❞✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ q✉❡st✐♦♥ ✧■s
t❤❡r❡ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❜❡✐♥❣ ✈❛❧✐❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇✬s st❛❜✐❧✐t②
❝❤❛rt ❢♦r ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❞✐☛❡r❡♥t s②st❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs❄✧ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋♦r t❤✐s s❛❦❡✱ ✐♥ ❛ ☞rst
st❡♣✱ ❛❧❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✼✻✱✶✵✼✱✶✵✽✱✶✶✵✱✶✶✷✱✶✶✸✱✶✷✷❪
✇❡r❡ s❝r❡❡♥❡❞✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ☞❧❧ t❤❡ ❣❛♣s ✇❤✐❝❤ r❡♠❛✐♥❡❞
❛❢t❡r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞✳ ❚❤❛t ✇❛②✱ ❛ s❡t ♦❢
s✐① ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ✇❛s ✐❞❡♥t✐☞❡❞ t♦ ❜❡ s✉✍❝✐❡♥t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥❞ ✉♥✐❢②
❛❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r ✉♥❞✉❧❛t❡❞ ✐♥❝❧✐♥❡s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣❛t❤✇❛② ④ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝②❝❧❡ ④ ✇❛s ✉♥✈❡✐❧❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t②
❝❤❛rts ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❝♦rr✉❣❛t❡❞ ✐♥❝❧✐♥❡s ❡✈♦❧✈❡❞
✇❤❡♥ t❤❡ ✌✉✐❞ ♦r t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✇❛s ❝❤❛♥❣❡❞✳
❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✧❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝②❝❧❡ ④ ❆ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣❛t❤✇❛② ❢♦r
t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠s ♦✈❡r t♦♣♦❣r❛♣❤②✧ ❢r♦♠ ❙❝❤⑧♦r♥❡r ❛♥❞ ❆❦s❡❧ ❬✶✶✹❪✳
✹✳✸✳✶✳ P❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②
❚❤❡ st✉❞② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ❝♦♥❞❡♥s❡s ❛❧❧ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ♦❢ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s
✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r ✐♥❝❧✐♥❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✼✻✱ ✶✵✼✱ ✶✵✽✱ ✶✶✵✱ ✶✶✷✱ ✶✶✸✱ ✶✷✷❪✳
◆❡✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✶✶✹❪ ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥❧② t♦ ☞❧❧ t❤❡ ❣❛♣s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡
♦❢ ❛❧❧ ♣r❡❝❡❞❡♥t ✇♦r❦ ♦♥ t❤✐s t♦♣✐❝✳ ❚❤❛t ✇❛②✱ ♣❛r❛❧❧❡❧ str❛✐♥s ♦❢ st❡♣✲❜②✲st❡♣ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢
❡❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ❦❡♣t
❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡ s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡✱ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ☛✱ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❆✱ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
▲ ❛♥❞ t✐♣ ✇✐❞t❤ ❲ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② ✗ ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ✭s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷❛✮✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ s✐❧✐❝♦♥❡ ♦✐❧s ❊❧❜❡s✐❧ ✻✺✱ ✶✵✵ ❛♥❞ ✶✹✺✱ ✉s❡❞ ❜② ♣r❡✈✐♦✉s ❛✉t❤♦rs ❬✼✻✱✶✵✼✱
✶✵✽✱ ✶✶✵✱ ✶✶✷✱ ✶✶✸✱ ✶✷✷❪ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✱ ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s ❧✐q✉✐❞s✳ ❚❤❡✐r ❦✐♥❡♠❛t✐❝
✈✐s❝♦s✐t✐❡s ✗ r❛♥❣❡❞ ❢r♦♠ ✻✺♠♠✷❂s t♦ ✶✹✹♠♠✷❂s ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮✳ ❚❤❡ ❞✐☛❡r❡♥t s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡s
♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✱ ✐✳❡✳ ❙✐♥✱ ❙✐♥▼♦❞✱ ❙❛✇✱ ❙❛✇❘❡✈✱ ❘❡❝ ❛♥❞ ❋❧❛t✱ ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✸✳✷❜✳ ❚❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ☛ ✇❛s ✈❛r✐❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✹✳✶ ✍ ❛♥❞ ✸✻✳✼ ✍✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦rr✉❣❛t❡❞ s✉❜str❛t❡s t❤❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❆ ✇❛s ✈❛r✐❡❞ ❢r♦♠ ✵✳✹♠♠ t♦ ✶✹✳✹♠♠✱ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ▲ ❢r♦♠ ✶✵♠♠ t♦ ✷✵✵♠♠✱ ❛♥❞
✼✹
✹✳✸✳ P❛tt❡r♥s ❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣❛t❤✇❛② ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t②
t❤❡ t✐♣ ✇✐❞t❤ ❲ ❢r♦♠ ✶♠♠ t♦ ✶✵✵♠♠✳ ❚❤❡ ✌❛t ✐♥❝❧✐♥❡ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❡✐t❤❡r t❤❡ ❜♦r❞❡r❧✐♥❡
❝❛s❡ ❆ ❂ ✵✱ ▲ ❂ ✵✱ ▲ ❂✶ ♦r ❲ ❂ ▲✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❧✐st ♦❢ ❛❧❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ str❛✐♥s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢
☛✱ ✗✱ ▲✱ ❆✱ ❲ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ t❛❜❧❡s ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ P❧❡❛s❡ s❡❡ ❚❛❜❧❡ ❆✳✶
❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ☛✱ ❚❛❜❧❡ ❆✳✷ ❢♦r ✗✱ ❚❛❜❧❡ ❆✳✸ ❢♦r ▲✱ ❚❛❜❧❡ ❆✳✹ ❢♦r ❆✱ ❚❛❜❧❡ ❆✳✺ ❢♦r ❲ ❛♥❞
❚❛❜❧❡ ❆✳✻ ❢♦r s❤❛♣❡✳
❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✌♦✇✬s ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✸✳✷✳✹✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥✬s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐t②
❛♥❛❧②s✐s ✉s❡❞ ❜② ♣r❡✈✐♦✉s ❛✉t❤♦rs ✇❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✹✹✱✾✽✱✾✾✱✶✵✽✱✶✶✷✱✶✶✸❪✳
■♥ ❛ ♥✉ts❤❡❧❧✱ t❤❡✐r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡✐r ❢✉❧❧
st❛t❡♠❡♥t ✇✐t❤♦✉t ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♥❡✉tr❛❧ ❝✉r✈❡s ✇❡r❡ ❣✐✈❡♥ ❡✐t❤❡r
❛s ◗✭❘❡✮ ♦r ❢✭❘❡✮✱ ✇✐t❤ ◗ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❋❧♦q✉❡t ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ ❢ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡
❞✐st✉r❜❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❋❧♦q✉❡t ♣❛r❛♠❡t❡r ◗ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t ✐♥ t❤❡ ❛♥s❛t③ ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧ s②st❡♠✳ P❧❡❛s❡ s❡❡✱ ❡✳❣✳ ❚r✐❢♦♥♦✈ ❬✾✾✱ ✶✵✽❪✱ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ ◗ ❛♥❞ ❙❝❤⑧♦r♥❡r ❡t
❛❧✳ ❬✶✶✸❪ ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ◗ ❛♥❞ ❢ ✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♥❡✉tr❛❧ ❝✉r✈❡s
◗✭❘❡✮ ♦❢ ❬✶✵✽✱ ✶✶✷❪ ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝✉r✈❡ ❢✭❘❡✮ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞✳
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❛①❡s ♦❢ ◗ ❛♥❞ ❢ s❧✐❣❤t❧② ❞✐☛❡r✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t②
❝❤❛rt r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❜♦t❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ P❧❡❛s❡ s❡❡ ❬✶✵✽✱✶✶✸❪ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s ❛♥❞ ❡①❛♠♣❧❡s✳
✹✳✸✳✷✳ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts
❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥❞❡♥s❡s ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ♦❢ ◆❡✇t♦✲
♥✐❛♥ ☞❧♠ ✌♦✇s ♦✈❡r ✉♥❞✉❧❛t❡❞ ✐♥❝❧✐♥❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✼✻✱✶✵✼✱✶✵✽✱✶✶✵✱✶✶✷④✶✶✹✱✶✷✷❪✳
❚❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞❛t❛ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ❆✳✶ ✲ ❆✳✻✳ ❚❤✐s ❤♦❧✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛❞❡
✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ s✐① ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts s❦❡t❝❤❡❞ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❜② ❦❡②✲✇♦r❞s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵✳ ❆❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ s✐①
♣❛tt❡r♥s✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✳
P❛tt❡r♥ ■ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦♥❣✲✇❛✈❡ t②♣❡ ♣r✐♠❛r② ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✌♦✇ ♦✈❡r ❛ ✌❛t
✐♥❝❧✐♥❡ ❬✶✶✱✽✵❪✳ P❛tt❡r♥ ■■ ✐s ❛ ❧♦♥❣✲✇❛✈❡ t②♣❡ ♣r✐♠❛r② ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ❛ ❞✐♣✳ P❛tt❡r♥ ■■■ ❡①❤✐❜✐ts
t✇♦ ❞✐s❥♦✐♥❡❞ ❧♦♥❣✲✇❛✈❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❜r❛♥❝❤❡s✳ ❚❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✐s❧❡ ❛t ❧♦✇ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞
t❤❡ ❧♦♥❣✲✇❛✈❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❛t ❤✐❣❤❡r ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ st❛❜❧❡ ✌♦✇ r❡❣✐♠❡
✇❤❡r❡ ❛❧❧ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛r❡ ❞❛♠♣❡❞✳ P❛tt❡r♥ ■❱ ❤❛s t✇♦ ❞✐s❥♦✐♥❡❞ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❜r❛♥❝❤❡s ✇✐t❤ ❛
s❤♦rt✲✇❛✈❡ t②♣❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♥♦s❡ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵✳ P❛tt❡r♥ ❱ ✐s ❛ s❤♦rt✲✇❛✈❡ t②♣❡
♣r✐♠❛r② ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡ ❜r✐❞❣❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡ st❛❜❧❡ ✐s❧❡✳ P❛tt❡r♥ ❱■ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡
s❤♦rt✲✇❛✈❡ t②♣❡ ♣r✐♠❛r② ✐♥st❛❜✐❧✐t②✳
❚❤✐s s❡t ♦❢ t❤❡ s✐① ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ♣❛tt❡r♥s✱ ❞❡☞♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵✱ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦
❜❡ s✉✍❝✐❡♥t ❛♥❞ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞❡s❝r✐❜❡ ❛❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ♦❢
◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r ❝♦rr✉❣❛t❡❞ ✐♥❝❧✐♥❡s✳ ◆♦ ❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡ ✇❛s ❢♦✉♥❞ ✇❤✐❝❤ ❞✐❞ ♥♦t
☞t t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ s✐① ♣❛tt❡r♥s✳
✹✳✸✳✸✳ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐☛❡r❡♥t ♣❛tt❡r♥s ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts
■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶✱ ❛❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ✇❡r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ s✐① ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ st❛✲
❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ♣❛tt❡r♥s ■ ✲ ❱■ ❞❡☞♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥ ❛ ✇❛② t♦ ♦❜t❛✐♥
♣❛r❛❧❧❡❧ str❛✐♥s ♦❢ st❡♣✲❜②✲st❡♣ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ s✐♥❣❧❡ ✌✉✐❞ ♦r t♦♣♦❣r❛♣❤② ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❍❡r❡❜②✱ ♦♥❡
♣❛r❛♠❡t❡r ✇❛s ✈❛r✐❡❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡rs ✇❡r❡ ❦❡♣t ☞①❡❞✳ ❚❤❡ ❛rr♦✇s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ ❞✐☛❡r❡♥t ♣❛tt❡r♥s ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛r❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ☛✱ t❤❡ ✈✐s✲
❝♦s✐t② ✗✱ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ▲✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❆ ♦r t❤❡ t✐♣ ✇✐❞t❤ ❲ ✇❡r❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ ❡❛❝❤
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ str❛✐♥s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶ ✐❧❧✉str❛t❡s s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❤♦✇ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ♦❢
✼✺
✹✳ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
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characteristic stability chart patterns
III III V VIIV
stable
unstable
typical examples of measured stability charts
b =
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classical dip disjoined nose bridge short-wave
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a)
b)
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵✳✿ ✭❛✮ ❚②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts✳ ❚❤❡ ❜♦❧❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❝✉r✈❡✳ ❚❤❡ ❣r♦✇t❤
r❛t❡ ❜ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✐s ❝♦❧♦r✲❝♦❞❡❞ ✭r❡❞✿ ✉♥st❛❜❧❡✱ ❜❧✉❡✿ st❛❜❧❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ❧✐♥❡s ❛r❡ s❤♦✇♥
❛s ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ✐♥ st❡♣s ♦❢ ✁❜✳ ❚❤❡ ❡①❡♠♣❧❛r② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ☛ ❂ ✶✵ ✍ ❛♥❞ ■✿ ❋ ❧❛t✱ ✗ ❂ ✶✹✹♠♠✷❂s✱
✁❜ ❂ ✵✳✺♠ ✶❀ ■■✿ ❙✐♥✱ ✗ ❂ ✶✹✹♠♠✷❂s✱ ❆ ❂ ✷♠♠✱ ▲ ❂ ✷✵♠♠✱ ✁❜ ❂ ✵✳✺♠ ✶❀ ■■■✿ ❙✐♥✱ ✗ ❂ ✶✹✹♠♠✷❂s✱ ❆ ❂ ✶✷♠♠✱
▲ ❂ ✷✵♠♠✱ ✁❜ ❂ ✶✳✵♠ ✶❀ ■❱✿ ❘❡❝✱ ✗ ❂ ✶✹✹♠♠✷❂s✱ ❆ ❂ ✽♠♠✱ ▲ ❂ ✸✵♠♠✱ ❲ ❂ ✶♠♠✱ ✁❜ ❂ ✶✳✵♠ ✶❀ ❱✿ ❙✐♥✱
✗ ❂ ✻✺♠♠✷❂s✱ ❆ ❂ ✽♠♠✱ ▲ ❂ ✷✵♠♠✱ ✁❜ ❂ ✷✳✵♠ ✶ ❛♥❞ ❱■✿ ❘❡❝✱ ✗ ❂ ✶✵✵♠♠✷❂s✱ ❆ ❂ ✽♠♠✱ ▲ ❂ ✹✵♠♠✱
❲ ❂ ✷✵♠♠✱ ✁❜ ❂ ✶✳✵♠ ✶✳ ❉❛t❛ ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ■✱ ■■ ❛♥❞ ❱ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❙❝❤⑧♦r♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✵❪✳ ✭❜✮ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ♣❛tt❡r♥s ■ ✲ ❱■✳ ▼♦❞✐☞❡❞ ❛♥❞ r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❬✶✶✹❪✳ ❝✌ ❆■P P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳
t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s②st❡♠✱ ❧❛❜❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ❆r❛❜✐❝❛❧ ♥✉♠❡r❛❧ ✐✱ ❡✈♦❧✈❡s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ☛✱ ✗✱ ▲✱ ❆✱ ❲ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧ ♦t❤❡rs ✇❡r❡ ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ❛♥❞
t❤❡ r❛✇ ❞❛t❛ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ❆✳✶ ✲ ❆✳✻✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞❛t❛ ♦♥ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡
✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ☛ ✇❡r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ☞✈❡ ❞✐☛❡r❡♥t s②st❡♠s✱ ❧❛❜❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ❆r❛❜✐❝❛❧ ♥✉♠❡r❛❧s ✶ ✲ ✺ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶✱ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳✶ ❛♥❞ ♣❧♦tt❡❞ ❛s r❛✇ ❞❛t❛ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳✷✳ ■❢ ♥♦ ❛rr♦✇
✐s s❤♦✇♥✱ ❡✳❣✳✱ ❢♦r s②st❡♠ ♥✉♠❜❡r ✺ ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ☛✱ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
❞✐❞ ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❞✐☛❡r❡♥t st❛❜✐❧✐t② ♣❛tt❡r♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♠♦❞✐☞❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡
♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❛ ♠✐♥♦r ❡☛❡❝t ♦♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ✐❢ t❤❡ ❢r❡❡
s✉r❢❛❝❡ r❡♠❛✐♥❡❞ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❬✼✻❪✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ☞♥❞✐♥❣s ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✇❡r❡
♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶✱ ②❡t s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✻ ❢♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ❛♥❞
❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳
❱❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ☛✱ ✗✱ ▲✱ ❆ ♦r❲ ♣r♦✈♦❦❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐☛❡r❡♥t st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ♣❛tt❡r♥s
❡✐t❤❡r ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❛t❤✇❛② ■ ✦ ■■ ✦ ■■■ ✦ ■❱ ✦ ❱ ✦ ❱■ ✦ ■■ ✦ ■ ♦r r❡✈❡rs❡✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s♣❡❝✐☞❝ st❛❜✐❧✐t② ♣❛tt❡r♥s✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❛rr♦✇s ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✹✳✷✶✱ ✇❛s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ s②st❡♠s ❢s❤❛♣❡✱☛✱ ✗✱▲✱❆✱❲❣ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ♦♥❧② ♦♥❡ s♣❡❝✐☞❝ ♣❛r❛♠❡t❡r
✇❛s ♠♦❞✐☞❡❞✳
❈❤❛♥❣❡s ♦❢ ☛ ❛♥❞ ✗ ♥❡✈❡r ♣r♦✈♦❦❡❞ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛tt❡r♥ ■ ❛♥❞ ■■ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶✮✳ ❚❤✐s
tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ❛s ♣❛tt❡r♥ ■ ✇❛s ❞❡☞♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦♥❣✲✇❛✈❡ t②♣❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t②
♦❢ ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r ✌❛t ✐♥❝❧✐♥❡s✱ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛❧❧ ✈✐s❝♦s✐t✐❡s ✗ ❛♥❞ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥s ✵ ❁ ☛ ❁ ✙❂✷✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ❆ ❛♥❞ ❲ ♥❡✈❡r r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛tt❡r♥ ■■■ ❛♥❞ ■❱ ✭s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶✮✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ t✐♣ ✇✐❞t❤ ❲ ✱ ♣❛tt❡r♥ ■■■ ♦r ■❱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ t✐♣
✼✻
✹✳✸✳ P❛tt❡r♥s ❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣❛t❤✇❛② ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t②
stability pattern
A
increased
3
4 5
1
2 6
neutral curve
contour line of the growth rate b
convectively unstable
see Table A.3 see Table A.4
I
II
IV
III
V
VI
II
I
ν
increased
13
2
1
3
4
125
6
7
8
9 11
9 11
10
13
α
increased
5
1
3 4
2
see Table A.2
5
L
increased
1 2 43
parameters:
see Table A.1
W
increased
1
5
3
42
see Table A.5
7
experiments
numerics
experiments & numerics
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶✳✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ♦❢ ☞❧♠ ✌♦✇s ✇❤❡♥ ☛✱ ✗✱ ▲✱ ❆ ♦r ❲ ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞
✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛rr♦✇s ✭r❡❞✿ t♦♣ ✦ ❞♦✇♥❀ ❜❧✉❡✿ ❜♦tt♦♠ ✦ ✉♣✮✳ ❚❤❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❝♦♠♣r✐s❡s ❛❧❧ ♣r❡❝❡❞❡♥t
✇♦r❦ ❬✼✻✱ ✶✵✼✱ ✶✵✽✱ ✶✶✵✱ ✶✶✷✱ ✶✶✸✱ ✶✷✷❪ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢r♦♠ ❬✶✶✹❪✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥☞❣✉r❛t✐♦♥s ❢s❤❛♣❡✱
☛✱ ✗✱ ▲✱ ❆✱ ❲ ❣ ❛r❡ s♣❡❝✐☞❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❚❛❜❧❡s ❆✳✶ ✲ ❆✳✺ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❚❤❡ ❆r❛❜✐❝❛❧ ♥✉♠❡r❛❧ ✐ ❞❡♥♦t❡s t❤❡
s②st❡♠ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ t❛❜❧❡✳ ❆❧❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥
t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ❆✳✶ ✲ ❆✳✺✳ ▼♦❞✐☞❡❞ ❛♥❞ r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❬✶✶✹❪✳ ❝✌ ❆■P P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳
✇✐❞t❤✳ ❆ ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝t✐♦♥ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥str❛✐♥t ❲ ✦ ✵ ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ t✐♣
❛❧✇❛②s r❡♠❛✐♥s ❛s ❛♥ ♦❜st❛❝❧❡ ✇✐t❤ ❲ ✻❂ ✵✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❆✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣❡♦♠❡tr✐❝
❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦❤✐❜✐t✐♥❣ ❆✦✶✳ ■t r❡♠❛✐♥s ❛♥ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥ ✇❤② ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❆ ♥❡✈❡r ✐♥❞✉❝❡❞
tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛tt❡r♥ ■■■ ❛♥❞ ■❱✳
✹✳✸✳✹✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝②❝❧❡ ④ ❆ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣❛t❤✇❛② ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t②
❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛t❤✇❛② ■ ✦ ■■ ✦ ■■■ ✦ ■❱ ✦ ❱ ✦ ❱■ ✦ ■■ ✦ ■ ❝❛♥ ❜❡
❢♦r♠❡❞ t♦ ❛ ❝✐r❝❧❡ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✬st❛❜✐❧✐t② ❝②❝❧❡✬✳ ❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ✐t ✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥
t❤r❡❡ ❝②❝❧❡s ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷✳
❆ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ s②♠♠❡tr② ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷✳ ■♥ ❛♥ ❛♥t❛❣♦♥✐st✐❝ ✇❛②✱ ☛ ❛♥❞ ✗ ❛r❡
❞❡❝✐s✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥✌✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛ ♦♥ t❤❡ ☞❧♠ ✌♦✇✳ ❚❤❛t ✇❛②✱ ❜♦t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♣r♦✈♦❦❡ t❤❡
s❛♠❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❛t❤✇❛② ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r ❜❡✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♦r ❞❡❝r❡❛s❡❞✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ✐s ✈❛❧✐❞
✼✼
✹✳ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
I
III
V
VI
IV
IIII
α
ν
I
III
V
VI
IV
IIII
L
I
III
V
VI
IV
IIII
A
W
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷✳✿ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝②❝❧❡✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛rr♦✇s ✐s ❝♦❧♦r✲❝♦❞❡❞ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
♣❛t❤✇❛② ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐☛❡r❡♥t ♣❛tt❡r♥s ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts✱ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ☛✱ ✗✱ ▲✱ ❆ ♦r ❲
✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ▼♦❞✐☞❡❞ ❛♥❞ r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❬✶✶✹❪✳ ❝✌ ❆■P P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳
❢♦r ❆ ❛♥❞ ❲ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡❝✐s✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❬✹✵✱✶✶✵❪ ❛♥❞✱
❤❡♥❝❡✱ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ❬✶✶✵❪ ✭♣❧❡❛s❡ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸✮✳ ◆♦ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt
❛♣♣❡❛r❡❞ ❢♦r t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ▲✳ ❖♥ ❣r♦✉♥❞s ♦❢ ▲ ❜❡✐♥❣ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❧❡♥❣t❤ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❧❡♥❣t❤✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♣r♦✈❡♥
✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ s✐♥❝❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ✇❛s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝②❝❧❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣❛t❤✇❛② ❢♦r t❤❡
st❛❜✐❧✐t②✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ♦❢ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s✳
❆❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ☞♥❞✐♥❣s ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ s✐① ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt
♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ ❛❧❧ r❡♣♦rt❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ♣❛tt❡r♥s ☞t t♦ t❤❡ ♣❛t❤✇❛②✳ ◆♦ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞✱ ❢❛❧s✐❢②✐♥❣ t❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ■t ❞♦❡s ♥♦t ♠❛tt❡r ✇❤✐❝❤ s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡✱
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ t❤❡ ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s ❤❛✈❡✱ ❤♦✇ ✈✐s❝♦✉s t❤❡ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✌✉✐❞ ♦r ❤♦✇ st❡❡♣
t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ✐s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ s✐① ♣❛tt❡r♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ♦❢
❡❛❝❤ s②st❡♠ ❢s❤❛♣❡✱☛✱ ✗✱▲✱❆✱❲❣✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ st❛❜✐❧✐t② ♣❛tt❡r♥ ❛s ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t✱
t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝②❝❧❡ ♣r❡❞✐❝ts ❤♦✇ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❝❤❛♥❣❡s ✇❤❡♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
✐s ♠♦❞✐☞❡❞✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐t t❡❧❧s t❤❡ r❡❛❞❡r ❤♦✇ t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ s②st❡♠ t♦ ♦❜t❛✐♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
♣❛tt❡r♥ ■■■ ✇✐t❤ ❛ st❛❜❧❡ ✌♦✇ r❡❣✐♠❡ ❛t ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ❢❛r ❜❡②♦♥❞ ❘❡❝ ❂ ✭✺❂✹✮ ❝♦t☛✳
✹✳✸✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
■s t❤❡r❡ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❜❡✐♥❣ ✈❛❧✐❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇✬s
❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ❢♦r ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❞✐☛❡r❡♥t s②st❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs❄ ■♥ s❡❛r❝❤ ♦❢ ❛♥ ❛♥s✇❡r
t♦ t❤✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ q✉❡st✐♦♥✱ ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡ ✇❡r❡ s❝r❡❡♥❡❞✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ☞❧❧ t❤❡ ❣❛♣s ✇❤✐❝❤
r❡♠❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ♣r❡❝❡❞❡♥t ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞
✭❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮✳ ❚❤❛t ✇❛②✱ t❤❡ s❡t ♦❢ s✐① ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ♣❛tt❡r♥s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✹✳✷✵ ✇❛s ✐❞❡♥t✐☞❡❞ t♦ ❜❡ s✉✍❝✐❡♥t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥❞ ✉♥✐❢② ❛❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t②
♦❢ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r ✉♥❞✉❧❛t❡❞ ✐♥❝❧✐♥❡s✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✌✉✐❞✬s ✈✐s❝♦s✐t② ♦r t❤❡
t♦♣♦❣r❛♣❤②✬s s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡✱ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ t✐♣ ✇✐❞t❤ ♦r ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❧❡❞ t♦ tr❛♥s✐t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ s✐① ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤❡s❡ ♣❛tt❡r♥ tr❛♥s✐t✐♦♥s s❤✐❢t ✉♥st❛❜❧❡ ❛♥❞ st❛❜❧❡ ✌♦✇ r❡❣✐♠❡s
❛♥❞ ❝❛♥ ♣r♦✈♦❦❡ ❝r✉❝✐❛❧ ✌♦✇ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛t ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs✱ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞
t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶✮ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧
♣❛t❤✇❛② ④ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝②❝❧❡ ④ ✇❛s ✉♥✈❡✐❧❡❞✱ ❛❧♦♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ♦❢ ❛❧❧
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❝♦rr✉❣❛t❡❞ ✐♥❝❧✐♥❡s ❡✈♦❧✈❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡
❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ s②st❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷✮✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝②❝❧❡ ❝❛♥ ❜❡
✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❣✉✐❞❡ ♦♥ ❤♦✇ t♦ t✉♥❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣r❛✈✐t②✲
❞r✐✈❡♥ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r ✐♥❝❧✐♥❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ✐♥ ❛ ✇❛② ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡s✐r❡❞ ♦r r❡q✉✐r❡❞✳
✼✽
✹✳✹✳ ❇❡②♦♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s
✹✳✹✳ ❇❡②♦♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s
❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝②❝❧❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ✇❡r❡
❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛❧❧ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠ ✌♦✇s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r
❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❛✈❡s ❛♥❞ ✌♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ✉♥❞✉❧❛t❡❞ ✐♥❝❧✐♥❡s ❬✶✶✹❪✳ ◆♦ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t r❡♠❛✐♥❡❞ ❛♥ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r s✐♠✐❧❛r ♣❤❡♥♦♠❡♥❛
❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s✳ ❆r❡ t❤❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝②❝❧❡ st✐❧❧ ✈❛❧✐❞ ❢♦r✱ ❡✳❣✳✱ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥
✌✉✐❞s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✮✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✇❛✈❡s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✷✮ ❛♥❞ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ✌♦✇ ✇✐t❤
s✐❞❡✇❛❧❧s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✸✮❄
✹✳✹✳✶✳ ◆♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✌✉✐❞s
❋♦r t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐ss✉❡ ♦❢ ✌♦✇ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✲t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❡ ✐♥tr✐❣✉✲
✐♥❣ q✉❡st✐♦♥ ❛r✐s❡s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝②❝❧❡✱
❜♦t❤ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ❢♦r ☞❧♠s ♦❢ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✌✉✐❞s✱ ❛r❡ st✐❧❧ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ☞❧♠s ♦❢ ♥♦♥✲
◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✌✉✐❞s✳ ❚♦ t❤❡ ❛✉t❤♦r✬s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ ♦♥❧② ✇♦r❦ t♦ ♠❡♥t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ✐s t❤❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞② ❜② ❍❡✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❆❦s❡❧ ❬✶✵✵❪✱ ✇❤♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ♦❢ ♣♦✇❡r✲❧❛✇
❧✐q✉✐❞s ✌♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ♦❢ ❞✐☛❡r❡♥t st❡❡♣♥❡ss❡s ✘ ❂ ❆❂❤♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✸❛
s❤♦✇s t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ❢♦r ✘ ❂ ✵✳✹ ❛♥❞ ♣♦✇❡r✲❧❛✇ ✐♥❞❡① ♥ ❂ ✵✳✽ ✭s❤❡❛r✲t❤✐♥♥✐♥❣✮✱ ♥ ❂ ✶✳✵
✭◆❡✇t♦♥✐❛♥✮ ❛♥❞ ♥ ❂ ✶✳✷ ✭s❤❡❛r✲t❤✐❝❦❡♥✐♥❣✮✳ P❧❡❛s❡ s❡❡ t❤❡ ❝❛♣t✐♦♥ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✹ ❢♦r t❤❡
❞❡☞♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r✲❧❛✇ ✐♥❞❡① ♥✳
❚❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✌✉✐❞s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✸❛ ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞
t♦ t❤❡ s❛♠❡ st❛❜✐❧✐t② ♣❛tt❡r♥s ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✌✉✐❞s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡
✹✳✷✵✮✱ ❜✉t t❤❡ ♣❛t❤✇❛② ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡①❤✐❜✐ts ❛ t✉r♥✐♥❣ ♣♦✐♥t ❛t ♥ ❂ ✶✳✵ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✸❜✮✳
❈❧❡❛r❧②✱ ♠♦r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s
✌♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ✉♥❞✉❧❛t❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ s❤❡❞ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤✐s ❝♦♠♣❧❡①
♣r♦❜❧❡♠✳ ■t ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ s❡❡ ✐❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ♦❢ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s ♠❛t❝❤
t♦ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳
I
III
V
VI
IV
IIII
n increased
a) b)
0 2
0
1
2
3
fr
eq
u
en
cy
 (
a.
u
.)
n = 0.8
(pattern V)
‘bridge’
n = 1.0
(pattern IV)
‘nose’
n = 1.2
(pattern VI)
‘short-wave’
4 6 8
Reynolds number
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✸✳✿ ✭❛✮ ▲✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ☞❧♠s ♦❢ ♣♦✇❡r✲❧❛✇ ❧✐q✉✐❞s ✌♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧❧②
✉♥❞✉❧❛t❡❞ ✐♥❝❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ st❡❡♣♥❡ss ✘ ❂ ✵✳✹✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r✲t❤✐♥♥✐♥❣ ✭♣♦✇❡r✲❧❛✇ ✐♥❞❡① ♥ ❂ ✵✳✽✮
❛♥❞ t❤❡ s❤❡❛r✲t❤✐❝❦❡♥✐♥❣ ✭♥ ❂ ✶✳✷✮ ✌✉✐❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ st❛❜✐❧✐t② ♣❛tt❡r♥s ❞❡☞♥❡❞ ♦♥ ❣r♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡
◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s ✭♥ ❂ ✶✳✵❀ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✮✳ ❉❛t❛ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❍❡✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❆❦s❡❧ ❬✶✵✵❪✳ ✭❜✮ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ☛✱ ✗✱ ▲✱ ❆✱ ❲ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✱ t❤❡ ♣❛t❤✇❛② ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ♣❛tt❡r♥s
❡①❤✐❜✐ts ❛ t✉r♥✐♥❣ ♣♦✐♥t ❛t ♥ ❂ ✶✳✵✱ ✇❤❡♥ ♥ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❚❤✐s t✉r♥✐♥❣ ♣♦✐♥t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♥❡✇ ❢❡❛t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤
❞✐❞ ♥♦t ❛♣♣❡❛r ❛t ❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤✇❛② ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠ ✌♦✇s ✭♣❧❡❛s❡ ❝♦♠♣❛r❡ t♦
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷✮✳
✼✾
✹✳ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
7 8 9 10 11 12 13 Re
2
3
4
f 
(H
z)
5
6 a = 0 (theory)
a ≈ 0.03mm
a ≈ 0.3mm
a ≈ 0.7mm
stable
unstable
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✹✳✿ ❈♦♠♣✉t❡❞ ✭❛ ❂ ✵❀ ❜❧❛❝❦ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ✭❛ ✙ ✵✳✵✸♠♠❀ r❡❞ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt
❢♦r ❊❧❜❡s✐❧ ✶✵✵✱ ❙✐♥✱ ☛ ❂ ✶✵✍✱ ❆ ❂ ✽♠♠ ❛♥❞ ▲ ❂ ✷✵♠♠✳ ❉❛t❛ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✶✶✸❪✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♥❡✉tr❛❧ ♣♦✐♥ts
❛t ❘❡ ❂ ✶✵ ✇❡r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❘❡❝❦ ❛♥❞ ❆❦s❡❧ ❬✶✷✺❪ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❞✐☛❡r❡♥t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s
❛ ✙ ✵✳✵✸♠♠✱ ✵✳✸♠♠ ❛♥❞ ✵✳✼♠♠✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛rr♦✇s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ♣♦✐♥t ❛t ❘❡ ❂ ✶✵ ✇✐t❤ t❤❡
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛ ❜❡✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❧✐♥❡❛r t♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✇❛✈❡s ❬✶✷✺❪✳
✹✳✹✳✷✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s
❍♦✇ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛☛❡❝t t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣
♦✈❡r ✐♥❝❧✐♥❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ✐s st✐❧❧ ❛♥ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r r❡❛❧✲✇♦r❧❞
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ☞❧♠ ✌♦✇s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ ✇❛✈❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♥♦t ❧✐♥❡❛r✳ ❲❤❛t ❤❛♣♣❡♥s
✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛r❡ ♥♦t str✐❝t❧② ❧✐♥❡❛r ❜✉t ✇❡❛❦❧② ♦r ❡✈❡♥ str♦♥❣❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✇✐t❤ t❤❡✐r
❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛ ♥♦t ❜❡✐♥❣ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss❄ ❆r❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝②❝❧❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✮ st✐❧❧ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢r❡❡
s✉r❢❛❝❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s❄
❚❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❜r✐❡✌② ❞✐s❝✉ss t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❡☛❡❝ts ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s
♦♥ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❝✉r✈❡s ♦❢ ☞❧♠s ♦✈❡r t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ❛♥❞ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t s♣❡❝✐☞❝ ✌♦✇ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❢♦r
❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡✱ ✇✐t❤♦✉t ❝❧❛✐♠✐♥❣ ✉♥✐✈❡rs❛❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳ ❋♦r t❤✐s s❛❦❡✱ ✇❡
❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ t❡r♠ ✬❧✐♥❡❛r ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡✬ ❛♥❞ ✐ts ❞✐☛❡r❡♥t ♠❡❛♥✐♥❣
✐♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ t❤❡
♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❛✈❡ ✐s ❣r❛❞✉❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❇♦t❤ ✇❡❛❦❧② ❛♥❞
str♦♥❣❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ✌♦✇✬s st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ✐s
❜r✐❡✌② ♦✉t❧✐♥❡❞✳
❋r♦♠ ❧✐♥❡❛r t♦ ✇❡❛❦❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s
❆❧❧ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ s②st❡♠s ❛♥❞ ❛❧❧ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲✈❛♥✐s❤✐♥❣
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛ ✻❂ ✵✳ ❚❤✐s ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✐☛❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s
✇✐t❤ ❛ ❂ ✵ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛ s❧✐❣❤t ❞✐s♣❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♥❡✉tr❛❧ ❝✉r✈❡s ❬✶✶✸❪✳ ❋♦r tr❛✈❡❧✐♥❣ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❛✈❡s ✇✐t❤ ❛ ✻❂ ✵ ❛♥❞ ❛ ✦ ✵
✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❧✐♠✐t✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ✬❧✐♥❡❛r ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✬ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡
✉♥st❛❜❧❡ r❡❣✐♠❡s ✐♥ t❤❡ ✌♦✇✬s st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt s❧✐❣❤t❧② s❤r✐♥❦ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s✉❧ts ❬✶✶✸❪✳ P❧❡❛s❡ s❡❡ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✹ ❢♦r ❛ ❂ ✵ ✭t❤❡♦r②❀
❜❧❛❝❦ ❝♦❧♦r✮ ❛♥❞ ❛ ✙ ✵✳✵✸♠♠ ✭❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts❀ r❡❞ ❝♦❧♦r✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧
♣♦✐♥ts s❤✐❢t t♦ ❧♦✇❡r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❢ ✇✐t❤ ❛ ❜❡✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ☞♥❞✐♥❣s ❜② ❘❡❝❦ ❛♥❞ ❆❦s❡❧ ❬✶✷✺❪✱ t❤✐s s❤✐❢t ✐s t❤❡ ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r
❛ ✐s ✭♣❧❡❛s❡ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✹ ❛t ❘❡ ❂ ✶✵✮✳ ❇❡②♦♥❞✱ ❘❡❝❦ ❛♥❞ ❆❦s❡❧ ❬✶✷✺❪ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❡ ✇❛✈❡
♥✉♠❜❡r s♣❡❝tr❛ ❛t ❘❡ ❂ ✶✵ ❛♥❞ ❛ ✙ ✵✳✵✸♠♠✱ ✵✳✸♠♠ ❛♥❞ ✵✳✼♠♠✳ ❆t ❛ ✙ ✵✳✵✸♠♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
✽✵
✹✳✹✳ ❇❡②♦♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s
a) b)
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Reynolds number
I
III
V
VI
IV
IIII
a increased
IV
V
pattern V
VI
II
VI
II
II
(1) (2)
(3) (4)
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✺✳✿ ✭❛✮ ❙t❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐t ❛ ❞✐☛❡r❡♥t st❛❜✐❧✐t② ♣❛tt❡r♥ ✐♥ t❤❡♦r② ✭❛ ❂ ✵❀ ❜❧❛❝❦
❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✭❛ ✙ ✵✳✵✸♠♠❀ r❡❞ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮✳ ❍❛t❝❤❡❞ ♠❛r❦✐♥❣s ❞❡♥♦t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳
❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♥❡✉tr❛❧ ❝✉r✈❡ ✐♥ ✭✸✮ ✐s s❤♦✇♥ ❛s ◗✭❘❡✮ ❛s ♥♦ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❋❧♦q✉❡t ♣❛r❛♠❡t❡r ◗ ❛♥❞ t❤❡
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❢ ✇❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✮✳ ❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❙✐♥✱ ▲ ❂ ✷✵♠♠ ❛♥❞ ✭✶✮
❊❧❜❡s✐❧ ✶✵✵✱ ☛ ❂ ✶✵✳✵✍✱ ❆ ❂ ✽♠♠❀ ✭✷✮ ❊❧❜❡s✐❧ ✶✵✵✱ ☛ ❂ ✷✹✳✾✍✱ ❆ ❂ ✽♠♠❀ ✭✸✮ ❊❧❜❡s✐❧ ✶✵✵✱ ☛ ❂ ✶✵✳✵✍✱ ❆ ❂ ✹♠♠❀ ✭✹✮
❊❧❜❡s✐❧ ✶✹✺✱ ☛ ❂ ✸✻✳✼✍✱ ❆ ❂ ✽♠♠✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ♣❛tt❡r♥ tr❛♥s✐t✐♦♥s ■■ ✦ ❱■ ✦ ❱ ✦ ■❱✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛r ✐♥ ✭❛✮ ✇❤❡♥ t❤❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐s s❧✐❣❤t❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ ☞t t♦ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝②❝❧❡ ❞❡☞♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✹✳
t❤❡ s❛♠❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✹✳✷✹✱ ♦♥❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ♣❡❛❦ ❛♣♣❡❛r❡❞ ❛t t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡② ❞❡♥♦t❡❞ t❤❡s❡ ✇❛✈❡s ❛s ✬❧✐♥❡❛r ✇❛✈❡s✬✱ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳
❉❡s♣✐t❡ t❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥✱ t❤❡✐r r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❛✈❡s ✐♥ r❡❛❧✲✇♦r❧❞
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ♥♦t str✐❝t❧② ❧✐♥❡❛r ❜✉t ✇❡❛❦❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r✱ ❛s ❡①t❡r♥❛❧ ♥♦✐s❡ s♦✉r❝❡s
❛♥❞ ♥♦♥✲✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ ❤✐❣❤❡r ❤❛r♠♦♥✐❝s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ♣r❡s❡♥t ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✹ ❛♥❞
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶❝✮✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❞✐☛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♥❡✉tr❛❧
❝✉r✈❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ☞rst ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ ❛ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ❝❤❛♥❣❡s ✇❤❡♥ ♥♦t str✐❝t❧②
❧✐♥❡❛r ❜✉t ✇❡❛❦❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛r❡ ✐♠♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ✌♦✇✳
❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛ ✙ ✵✳✵✸♠♠ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts ✇❡r❡ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❋♦r t❤❡ ✈❛st ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♥❡✉tr❛❧ ❝✉r✈❡s ✇❡r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡✲
♠❡♥t ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮✳ ❖♥❧② ❢♦✉r ♦✉t ♦❢ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ♦✈❡r ✼✵ s②st❡♠s ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❛ ❝❧❡❛r❧② ❞✐☛❡r❡♥t
st❛❜✐❧✐t② ♣❛tt❡r♥ ✐♥ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✺❛✮✳ ❋♦r ❛❧❧ ♦t❤❡r s②st❡♠s t❤❡ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s t♦♦ s♠❛❧❧ t♦ ♣r♦✈♦❦❡ ❛ ♣❛tt❡r♥ tr❛♥s✐t✐♦♥✳
❚♦ t❤❡ ❛✉t❤♦r✬s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♥♦ ♦t❤❡r ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ❢✭❘❡✮ ♦❢ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ☞❧♠s
♦✈❡r ✐♥❝❧✐♥❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s✱ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❜② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✇❛✈❡s✱ ❛r❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ r❡s✉❧ts
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✺❛ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ☞rst ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❤♦✇ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♣❛tt❡r♥s
♦❢ ✈✐s❝♦✉s ☞❧♠ ✌♦✇s ♦✈❡r ✐♥❝❧✐♥❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ✇❤❡♥ ✇❡❛❦❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s
❛r❡ ✐♠♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ✌♦✇✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛♥❞ ✇❡❛❦❧②
♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡☛❡❝ts ❛♣♣❡❛r✱ ❛❧❧ ♦❜s❡r✈❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐☛❡r❡♥t st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ♣❛tt❡r♥s st✐❧❧
❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ✬st❛❜✐❧✐t② ❝②❝❧❡✬ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✺❜✮✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤✐s st❛t❡♠❡♥t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡
❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❝❧❛✐♠ ✉♥✐✈❡rs❛❧✐t②✳ ❋✉rt❤❡r ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✇❛✈❡s ♦✈❡r ✐♥❝❧✐♥❡❞
t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ s❤❡❞ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤✐s ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❜❧❡♠✳ ❋♦r t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢
☞❧♠ ✌♦✇s✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ s❡❡ ✐❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ❢♦r ✇❡❛❦❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✱
❢❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ♦❢ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ♠❛t❝❤ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ st❛❜✐❧✐t② ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ t❤❡
✬st❛❜✐❧✐t② ❝②❝❧❡✬ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳
✽✶
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✻✳✿ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❞✉r✐♥❣ ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ ✇❛✈❡ ✭❆❡ ❂ ✽♠♠✱ ❢ ❂ ✶✳✵❍③✮✳ ✭❛✮ ✲
✭❝✮✿ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s✉❜str❛t❡ ✇✐t❤ ▲ ❂ ✶✵♠♠✳ ✭❞✮ ✲ ✭❢✮✿ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s✉❜str❛t❡ ✇✐t❤ ▲ ❂ ✷✵♠♠✳ ✭❣✮ ✲ ✭✐✮✿ s✐♥✉s♦✐❞❛❧
s✉❜str❛t❡ ✇✐t❤ ▲ ❂ ✷✵♠♠✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r s②st❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡✿ ❆ ❂ ✽♠♠✱ ☛ ❂ ✶✵ ✍✱ ✗ ❂ ✶✵✵✳✸♠♠✷❂s ❛♥❞ ❢♦r ✭❛✮ ✲
✭❢✮ ❲ ❂ ✶♠♠✳ ✭❛✮✱ ✭❞✮ ❛♥❞ ✭❣✮✿ ❚❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ❢♦r ♦♥❡ r❡❝♦r❞❡❞ s❡❝♦♥❞ ✇✐t❤ ✷✵✵ ❢r❛♠❡s ♣❡r s❡❝♦♥❞✳
❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❜❛♥❞ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✳ ✭❜✮✱ ✭❡✮ ❛♥❞
✭❤✮ s❤♦✇ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❡♥❧❛r❣❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② ☞❢t❤ t✐♠❡ st❡♣✳ ✭❝✮✱ ✭❢✮ ❛♥❞ ✭✐✮ s❤♦✇ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡
❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❡①❝❡r♣t ♦✈❡r t✐♠❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s❡❝♦♥❞ t✐♠❡ st❡♣✳ ✭❢✮ ❛♥❞ ✭✐✮ s❤♦✇ t❤❡ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡
❝r❡st✳ ▼♦❞✐☞❡❞ ❛♥❞ r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❬✶✷✷❪✳ ❝✌ ❆■P P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳
❙tr♦♥❣❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s
❋♦r str♦♥❣❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r tr❛✈❡❧✐♥❣ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❛✈❡s✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛❞❡✲
q✉❛t❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛s ❧❛r❣❡ s❤✐❢ts ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ♣♦✐♥ts ❛♣♣❡❛r ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✹✱
❛ ✙ ✵✳✼♠♠✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r tr❛✈❡❧✐♥❣ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❛✈❡s ♦❢ ❧❛r❣❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱
✐✳❡✳ ❛ ❃ ✶♠♠ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②✱ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❝♦✉♣❧❡ t♦ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✌♦✇ ☞❡❧❞ ❛♥❞
❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ♥❡✇ ✌♦✇ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ❛s r❡❝❡♥t❧② ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✧❲❤❛t ♠❛❦❡s t❤❡ ❢r❡❡
s✉r❢❛❝❡ ✇❛✈❡s ♦✈❡r t♦♣♦❣r❛♣❤② ❝♦♥✈❡① ♦r ❝♦♥❝❛✈❡❄ ❆ st✉❞② ✇✐t❤ ❋♦✉r✐❡r ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡
tr❛❝❦✐♥❣✧ ❬✶✷✷❪✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ ❤♦✇ str♦♥❣❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❝❛♥ ❛☛❡❝t t❤❡
st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠ ✌♦✇s r❡❧✐❡s ♦♥ t❤✐s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✳
✽✷
✹✳✹✳ ❇❡②♦♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✻ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇ ♦❢ ❊❧❜❡s✐❧ ✶✵✵ ✈❛r✐❡❞ ♦✈❡r t✐♠❡ ❛t ❛ ☞①❡❞
♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ str❡❛♠✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❛ s❛t✉r❛t❡❞ ✇❛✈❡ ✭❆❡ ❂ ✽✳✵♠♠✱ ❢ ❂ ✶✳✵❍③✮ ♣❛ss❡❞✳
P❧❡❛s❡ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇✳ ❚❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇❡r❡
s❡t t♦ ☛ ❂ ✶✵✍ ❛♥❞ ❆ ❂ ✽♠♠ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✷✻❛ ✲ ✹✳✷✻❝ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡
r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s✉❜str❛t❡ ✇✐t❤ ▲ ❂ ✶✵♠♠ ❛♥❞ ❲ ❂ ✶♠♠✱ t❤❡ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✷✻❞ ✲ ✹✳✷✻❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s✉❜str❛t❡ ✇✐t❤ ▲ ❂ ✷✵♠♠ ❛♥❞ ❲ ❂ ✶♠♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✷✻❣ ✲ ✹✳✷✻✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ s✉❜str❛t❡ ✇✐t❤ ▲ ❂ ✷✵♠♠✳ ❖♥❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ ✇❛✈❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✷✵✵ t✐♠❡ st❡♣s✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ❝♦❧♦r ❝♦❞❡❞✳ ❚❤❡ ❜♦❧❞ ❜❧❛❝❦ ❝♦♥t♦✉r ❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡
❋✐❣✉r❡s ✹✳✷✻❛✱ ✹✳✷✻❜✱ ✹✳✷✻❞✱ ✹✳✷✻❡✱ ✹✳✷✻❣ ❛♥❞ ✹✳✷✻❤ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧
♠✐♥✐♠❛❧ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❞✉r✐♥❣ ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ ✇❛✈❡✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤ ❛♥❞ t❤❡
s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❜❛♥❞ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❤♦✇ ❧❛r❣❡ t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ ✇❛✈❡ ✇❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡
☞❧♠ ❛♥❞ ❤♦✇ ✉♥✐❢♦r♠ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❝❤❛♥❣❡❞ ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥
✇❤✐❧❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ♣❛ss❡❞✳
❚❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s✉❜str❛t❡ ✇✐t❤ ▲ ❂ ✶✵♠♠ s❤♦✇s ❛ ♥❛rr♦✇ ❛♥❞ ✌❛t ❜❛♥❞✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣❡♥❡tr❛✲
t✐♦♥ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ ✇❛✈❡✱ ✐s s♠❛❧❧✳ ❋♦r t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s✉❜str❛t❡
✇✐t❤ ▲ ❂ ✷✵♠♠✱ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❤❡❛✈✐❧② ❞✐st✉r❜❡❞ ❜② t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ ✇❛✈❡✳ ❆ s✐♠✐❧❛r❧②
str♦♥❣ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ s✉❜str❛t❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ t✇♦ s✉❜str❛t❡s ✇✐t❤
▲ ❂ ✷✵♠♠✱ ❛ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ❬✶✷✺❪✳ ❚❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s✉❜str❛t❡
✇✐t❤ ▲ ❂ ✶✵♠♠ ❞♦❡s ♥♦t s❤♦✇ ❛ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ r❡❣✐♦♥✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✉r❢❛❝❡ ✇❛✈❡
❛♥❞ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✌♦✇ ☞❡❧❞ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❝❦✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳ ❚❤❡ ♣❛t❤❧✐♥❡s ♦❢ tr❛❝❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❢♦r t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇ ❛s
✇❡❧❧ ❛s ❢♦r t❤❡ ✌♦✇ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r ✭❛ ❁ ✵✳✶♠♠✱ ❢ ❂ ✶✳✵❍③✮ ❛♥❞ str♦♥❣❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r
✭❛ ❃ ✶✳✵♠♠✱ ❢ ❂ ✶✳✵❍③✮ tr❛✈❡❧✐♥❣ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❛✈❡s✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤❡
t❤r❡❡ ❞✐☛❡r❡♥t s✉❜str❛t❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✻✿ t❤❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ♦♥❡ ✇✐t❤ ▲ ❂ ✷✵♠♠ ❛♥❞ t❤❡
t✇♦ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♦♥❡s ✇✐t❤ ▲ ❂ ✶✵♠♠ ❛♥❞ ✷✵♠♠✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✼ s❤♦✇s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣❛t❤❧✐♥❡s ❛♥❞ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ✌♦✇s ♦✈❡r t❤❡ t❤r❡❡ t♦♣♦❣r❛✲
♣❤✐❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✻✳ ❇♦t❤ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇ ✭❋✐❣✉r❡s ✹✳✷✼❛ ✲ ✹✳✷✼❝✮ ❛♥❞ t❤❡ str♦♥❣❧②
♣❡rt✉r❜❡❞ ✌♦✇ ✭❋✐❣✉r❡s ✹✳✷✼❞ ✲ ✹✳✷✼❢✮ ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ❧✐♥❡❛r ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✭❛ ❁ ✵✳✶♠♠✮ ✇❡r❡ ✐♠♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ✌♦✇ ❛r❡ ♥♦t s❤♦✇♥ s❡♣❛r❛t❡❧②✱ ❛s t❤❡② ❞✐☛❡r
t♦♦ ❧✐tt❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥☞❣✉r❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡②❡✿ ♥♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇ ♣❛tt❡r♥ ✇❛s ✈✐s✐❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
♦✈❡r t✐♠❡ ✇❡r❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❜♦❧❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡
❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✷✼❛ ✲ ✹✳✷✼❝✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✷✼❛ ✲ ✹✳✷✼❝ r❡♣r❡s❡♥t ❜♦t❤ t❤❡
st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ✌♦✇ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❜② s♠❛❧❧✱ ❧✐♥❡❛r ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✳
■♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✷✼❞ ✲ ✹✳✷✼❢✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♦❢ ❧❛r❣❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛ ✇❡r❡
✐♠♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ✌♦✇ ✭❛ ❃ ✶✳✵♠♠✱ ❢ ❂ ✶✳✵❍③✮✳ ❍❛r❞❧② ❛♥② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ ✇❛✈❡
✇✐t❤ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ✌♦✇ ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✼❞ ❢♦r t❤❡ ✌♦✇ ♦✈❡r t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r t♦♣♦❣r❛♣❤②
✇✐t❤ ▲ ❂ ✶✵♠♠✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤✐s✱ t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s✉❜str❛t❡ ✇✐t❤ ▲ ❂ ✷✵♠♠ s❤♦✇❡❞ str♦♥❣
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✼❡✳ ❚❤❡
st❡❛❞②✲st❛t❡ ❡❞❞②✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✼❜✱ ❜r♦❦❡ ✉♣ ✇❤❡♥ t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ ✇❛✈❡ ♣❛ss❡❞ ❛♥❞ ♠✐①❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ✌✉✐❞ ♦❢ t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ ✇❛✈❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✐s ♥♦t r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✱
❛s ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r s♠❛❧❧✱ ❧✐♥❡❛r ✇❛✈❡s✳ ❚❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤ ✐s ❧❛r❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ☞❧♠ ✌♦✇
✐s ❤❡❛✈✐❧② ❞✐st✉r❜❡❞ ❜② t❤❡ ✇❛✈❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ s✉❜str❛t❡✳ ❋♦r t❤❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ s✉❜str❛t❡✱ t❤❡
str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ ✇❛✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✌♦✇
☞❡❧❞ ❧✐❡s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❜❡t✇❡❡♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✼❢✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✼✳✿ ✭❛✮ ✲ ✭❝✮ P❛rt✐❝❧❡ tr❛❝❦✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ❢♦r t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇ ♦✈❡r t❤r❡❡ ❞✐☛❡r❡♥t t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s✳ ❲✐t❤
t❤❡ ❡②❡✱ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ✌♦✇ ♣❛tt❡r♥ ❛r❡ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ❧✐♥❡❛r
❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✭❆❡ ❂ ✵✳✺♠♠✱ ❛ ❁ ✵✳✶♠♠✱ ❢ ❂ ✶✳✵❍③✮ ✇❡r❡ ✐♠♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ✌♦✇✳ ❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ♦♥❧② t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡
r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ✭❞✮ ✲ ✭❢✮ P❛rt✐❝❧❡ tr❛❝❦✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ❢♦r t❤❡ ✌♦✇ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❜② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✭❆❡ ❂ ✽✳✵♠♠✱
❛ ❃ ✶♠♠✱ ❢ ❂ ✶✳✵❍③✮✳ ❚❤❡ ②❡❧❧♦✇ ❜❛♥❞ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❞✉r✐♥❣ ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣
✇❛✈❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✻✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✌♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✳ ✭❛✮✱ ✭❞✮ ❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r s✉❜str❛t❡ ✇✐t❤
▲ ❂ ✶✵♠♠✳ ✭❜✮✱ ✭❡✮ ❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r s✉❜str❛t❡ ✇✐t❤ ▲ ❂ ✷✵♠♠✳ ✭❝✮✱ ✭❢✮ ❙✐♥✉s♦✐❞❛❧ s✉❜str❛t❡ ✇✐t❤ ▲ ❂ ✷✵♠♠✳ ❚❤❡
♦t❤❡r s②st❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡✿ ❆ ❂ ✽♠♠✱ ☛ ❂ ✶✵ ✍✱ ✗ ❂ ✶✵✵✳✸♠♠✷❂s ❛♥❞ ❢♦r ✭❛✮✱ ✭❜✮✱ ✭❞✮✱ ✭❡✮ ❲ ❂ ✶♠♠✳ ▼♦❞✐☞❡❞
❜② ❛❞❞✐♥❣ ♥❡✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ ❛♥❞ r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❬✶✷✷❪✳ ❝✌ ❆■P P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳
❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♥t♦✉rs s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✷✼❛
✲ ✹✳✷✼❝ ✭st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇ ✫ ❧✐♥❡❛r ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✮ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✷✼❞ ✲ ✹✳✷✼❢ ✭♥♦♥❧✐♥❡❛r
❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✮ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❧❛r❣❡ ❞✐☛❡r❡♥❝❡s✳ ❉❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✬s s♣❡❝✐☞❝
s❤❛♣❡✱ ♥❡✇ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛r✐s❡ ✇❤❡♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✇❛✈❡s ♣❡rt✉r❜ t❤❡ ✌♦✇✳ ❆♥ ❡❞❞② ❜r❡❛❦✉♣ ✐s ✈✐s✐❜❧❡
❛♥❞ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♣r♦✈♦❦❡s ❛ ❞r❛❣ ❢♦r❝❡ ❜② ✌✐♥❣✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇
✐♥t♦ t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ ✇❛✈❡ ✭❋✐❣✉r❡s ✹✳✷✼❡✱ ✹✳✷✼❢✮✳ ❚❤✐s ♠✐①✐♥❣ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ✭❛t ❡q✉❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✮✱
r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❞✐☛❡r❡♥t s❤❛♣❡ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ ✇❛✈❡ ❬✶✷✷❪✳ ❚❤✐s ❝♦♥st✐t✉t❡s
❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✐☛❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❛✈❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ✌♦✇✬s ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ✭❙❡❝t✐♦♥s ✹✳✶ ✲ ✹✳✸✮✳ ❋♦r ❧✐♥❡❛r ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✱ t❤❡
s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❞✐❞ ♥♦t ♠❛tt❡r ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✌♦✇
st❛❜✐❧✐t② ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✮✳
❚❤❡ ❛❜♦✈❡✲❞❡s❝r✐❜❡❞ ☞♥❞✐♥❣ t❤❛t t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✬s s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡ ✐s ❞❡❝✐s✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
❧❛r❣❡✲❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✇❛✈❡s ❝r✉❝✐❛❧❧② ❛☛❡❝ts t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝②❝❧❡ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r
✇❛✈❡s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝②❝❧❡ ✇❛s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ str❛✐♥s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s
♦❢ ♦♥❧② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ☛✱ ✗✱ ▲✱ ❆ ❛♥❞ ❲ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✸✱ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶✮✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥♥♦t
✽✹
✹✳✹✳ ❇❡②♦♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s
corrugated inclines
corrugated sidewalls
corrugated inclines
flat sidewalls
flat inclines
corrugated sidewalls
three-dimensional flow with sidewalls
flat inclines
flat sidewalls
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✽✳✿ Pr♦❜❧❡♠ st❛t❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✌♦✇ ✇✐t❤ s✐❞❡✇❛❧❧s✳
❜❡ ❡q✉❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✇❤❡♥ ❛❧s♦ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✬s s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡ ✐s ❞❡❝✐s✐✈❡ ❢♦r ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳
❙❡❝♦♥❞✱ ✐t r❡♠❛✐♥s ❛♥ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ✌♦✇s✬ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts st✐❧❧ ♠❛t❝❤ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ♣❛tt❡r♥s ❞❡☞♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷ ✇❤❡♥ ❧❛r❣❡✲❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡
✇❛✈❡s ♣❡rt✉r❜ t❤❡ ✌♦✇✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐t②
❝②❝❧❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ❛r❡ ♥♦t ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② ✈❛❧✐❞ ❢♦r ☞❧♠ ✌♦✇s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❜②
str♦♥❣❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❧❛r❣❡✲❛♠♣❧✐t✉❞❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❛✈❡s✳
❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r tr❛✈❡❧✐♥❣ ✇❛✈❡s ♦✈❡r ✐♥❝❧✐♥❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ✐s ❛ ❤✐❣❤❧② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❤❛s ♦♥❧② ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ s♣❛rs❡❧②✱ ②❡t✳ ❆s ♦✉t❧✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✐♥s❡♣✲
❛r❛❜❧② ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❞❞② ❛♥❞ t❤❡ ✌♦✇✐♥❣ ☞❧♠ ❛❜♦✈❡✳ ❇♦t❤
✐ss✉❡s r❡♠❛✐♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ q✉❡st✐♦♥s✳
✹✳✹✳✸✳ ❚❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✌♦✇ ✇✐t❤ s✐❞❡✇❛❧❧s
❘❡❛❧✲✇♦r❧❞ ☞❧♠ ✌♦✇s ❛❧✇❛②s ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ ☞♥✐t❡ ✇✐❞t❤✱ ✐✳❡✳ ❝❤❛♥♥❡❧s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜②
s✐❞❡✇❛❧❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦sts ❛r❡ ❤✐❣❤ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣✱
t❤❡ ❡☛❡❝ts ♦❢ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✌♦✇ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts st❛❜✐❧✐t② ✇❡r❡
❞✐s❝✉ss❡❞ ♦♥❧② s♣❛rs❡❧② ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭♣❧❡❛s❡ s❡❡ t❤❡ ❙❡❝t✐♦♥s ✶✳✷✳✸ ❛♥❞ ✶✳✹✳✸✮✳ ❚❤❡ ✐♥tr✐❣✉✐♥❣
q✉❡st✐♦♥ ❛r✐s❡s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝②❝❧❡ ✭s❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✮✱ ✈❛❧✐❞ ❢♦r t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✌♦✇ ♦✈❡r ✐♥❝❧✐♥❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤②✱ ❝❤❛♥❣❡ ✇❤❡♥ s✐❞❡✇❛❧❧s
❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ s②st❡♠✳ ❆r❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❡☛❡❝ts ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✮ st✐❧❧ t❤❡
s❛♠❡ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s❄ ❉♦❡s t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✬s s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✮ st✐❧❧
♥♦t ♠❛tt❡r ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r t❤❡ ✌♦✇✬s st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s❄
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥s✇❡r t❤❡s❡ ✐♥tr✐❣✉✐♥❣ q✉❡st✐♦♥s✱ ❢♦✉r ❞✐☛❡r❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ st❛t❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡
❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ✇❤❡♥ s✐❞❡✇❛❧❧s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ s②st❡♠✱ ❛s ❜♦t❤ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞
t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ✌❛t ♦r ❝♦rr✉❣❛t❡❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✽✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❛♥ ❛❧❧✲❡♠❜r❛❝✐♥❣
st✉❞② ♦❢ t❤✐s ❣r❡❛t ❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ s②st❡♠s ✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✱ s♦♠❡
❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦✉t❧✐♥❡ t❤❡ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❡☛❡❝ts ✇❤✐❝❤ s✐❞❡✇❛❧❧s ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♦♥
t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✌♦✇ ❛♥❞ ✐ts ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t②✳
❋❧❛t ✐♥❝❧✐♥❡s ✫ ✌❛t s✐❞❡✇❛❧❧s
❋♦r t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ✌♦✇✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ✈✐s❝♦✉s ☞❧♠ ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r ❛
✌❛t ✐♥❝❧✐♥❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦♥❣✲✇❛✈❡ t②♣❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✱ ✐✳❡✳ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♣❛tt❡r♥
■✳ P❧❡❛s❡ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵ ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss✐☞❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♣❛tt❡r♥s✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❡
r❡♠❛✐♥s ✌❛t ❛♥❞ ✐♥☞♥✐t❡❧② ❡①t❡♥❞❡❞✱ ♥♦ ♣❛tt❡r♥ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
✌♦✇ ❬✶✶✱✽✵❪✳
❲❤❡♥ ✌❛t s✐❞❡✇❛❧❧s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ s②st❡♠✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ❞r❛st✐❝❛❧❧② ❛s t❤❡ s②♠♠❡tr②
✐s ❜r♦❦❡♥ ❛♥❞ t✇♦ ❞✐☛❡r❡♥t ❝❛s❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡
❑❛♣✐t③❛ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ s♠❛❧❧ ❬✶✶✼❪ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s ✐s ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
✐♥tr✐♥s✐❝ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ❬✻✼❪✱ t❤❡ ❡☛❡❝ts ♦❢ ✌❛t s✐❞❡✇❛❧❧s ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣
❞♦✇♥ ✌❛t ✐♥❝❧✐♥❡s ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✌♦✇s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛t t❤❡
✽✺
✹✳ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
a) b)
6
5
4
3
2
1
f 
(H
z)
1.6 1.8 2.0 2.2 2.4 2.6
Reynolds number
channel center
y = 0mm
(pattern I)
y = 55mm
(pattern II)
y = 75mm
(pattern VI)
sidewall: y = 85mm
I
III
V
VI
IV
IIII
y increased
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✾✳✿ ✭❛✮ ▲✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ❢♦r ❛ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠ ✌♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ ❛ ✌❛t ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✐♥❝❧✐♥❡❞ ❜② ✹✶✍ ❛❣❛✐♥st t❤❡
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ✌❛t s✐❞❡✇❛❧❧s✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✬s ❝❡♥t❡r ✭② ❂ ✵✮ ❛♥❞ ❛t
t❤❡ ♦☛✲❝❡♥t❡r ♣♦s✐t✐♦♥s ② ❂ ✺✺♠♠ ❛♥❞ ② ❂ ✼✺♠♠ ✭♥❡❛r t♦ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧✮✳ ❉❛t❛ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✶✶✽❪✳ ✭❜✮ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❝❧❛ss✐☞❝❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵ t❤❡ ♣❛t❤✇❛② ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐☛❡r❡♥t ♣❛tt❡r♥s ✐s ■ ✦ ■■ ✦
❱■ ❛♥❞ ☞ts t♦ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝②❝❧❡ ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ☞❧♠ ✌♦✇s ❞❡☞♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✹✳
❝❤❛♥♥❡❧✬s ❝❡♥t❡r✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧ ✐s r❡❞✉❝❡❞✱ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥
❢r♦♠ ❛ ❧♦♥❣✲✇❛✈❡ t♦ ❛ s❤♦rt✲✇❛✈❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✇❛s r❡♣♦rt❡❞ ❜② P♦❧❧❛❦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✽❪ ✭♣❧❡❛s❡ s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✾❛✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡✐r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ tr❛♥s✐t✐♦♥s ■ ✦ ■■ ✦ ❱■
❛❧♦♥❣ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝②❝❧❡ ✭♣❧❡❛s❡ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✾❜✮✳
❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s✐❣♥✐☞❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ☞♥❞✐♥❣ ✐s ✐ts r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢♦r t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ☞❧♠ ✌♦✇s✿
❛t ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ✌✉①✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❤♦rt✲✇❛✈❡ t②♣❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✭♣❛tt❡r♥ ❱■✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ❛ ❜❛♥❞✲♣❛ss✱ ☞❧t❡r✐♥❣ ❧♦♥❣✲✇❛✈❡ ❛♥❞ s❤♦rt✲✇❛✈❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✳ ❚❤✐s ☞❧t❡r✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞
❜② s✐♠♣❧② ♥❛rr♦✇✐♥❣ ❛ ✌❛t ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ♠♦✉♥t ❛♥ ✉♥❞✉❧❛t❡❞ ❜♦tt♦♠✳ ❚❤❛t ✇❛②✱
t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♦❢ ✉♥❞✉❧❛t❡❞ s✉❜str❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ tr♦✉❣❤s ✐♥ ✇❤✐❝❤✱
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✌✉✐❞ ♦❢ ❜✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ✌♦✇s ❝❛♥ ❜❡ tr❛♣♣❡❞ ✐♥ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡s ❢♦r ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡
✉♥t✐❧ ✐t ☞♥❛❧❧② ❞❡❣❡♥❡r❛t❡s✳
❈♦rr✉❣❛t❡❞ ✐♥❝❧✐♥❡s ✫ ✌❛t s✐❞❡✇❛❧❧s
❚❤❡ ❡☛❡❝ts ♦❢ ✌❛t s✐❞❡✇❛❧❧s ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ ❝♦rr✉❣❛t❡❞ ✐♥❝❧✐♥❡s ❤❛✈❡
♥♦t ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ❛♥② ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■t r❡♠❛✐♥s ❛♥ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥ ✐❢ s♠❛❧❧ ❑❛♣✐t③❛ ♥✉♠❜❡rs
❛r❡ st✐❧❧ s✉✍❝✐❡♥t t♦ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ✐♥✌✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s ♦♥ t❤❡ ✌♦✇✬s st❛❜✐❧✐t② ❛t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✬s
❝❡♥t❡r ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛s ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ✌♦✇ ♦✈❡r ❛ ✌❛t ✐♥❝❧✐♥❡ ❬✶✶✼❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦
t❤❡ ✌♦✇ ♦✈❡r ❛ ✌❛t ✐♥❝❧✐♥❡✱ ❛ ❝✉r✈❡❞ ❝♦♥t❛❝t ❧✐♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✌✉✐❞ ❛♥❞ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧ ❛♣♣❡❛rs ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❝✉r✈❡❞ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇ ♦✈❡r t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ■t st✐❧❧ r❡♠❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ❞❛r❦
❤♦✇ t❤✐s ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛☛❡❝ts t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ❡☛❡❝ts ❛t t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s✶ ❛♥❞ ❝♦♥❝♦♠✐t❛♥t
t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✌♦✇ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s✳✷ ❚✇♦ ✐♥tr✐❣✉✐♥❣ q✉❡st✐♦♥s ❛r✐s❡✱
✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
✶✮ ❆r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙❡❝t✐♦♥s ✹✳✶ ✲ ✹✳✸ s✐❣♥✐☞❝❛♥t❧②
❞✐st♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts❄
❚❤✐s q✉❡st✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡♥✐❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❬✶✵✽✱ ✶✶✷✱ ✶✶✸❪ ✭♣❧❡❛s❡ ❛❧s♦ s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧
✶❋♦r t❤❡ ✌♦✇ ♦✈❡r ❛ ✌❛t ✐♥❝❧✐♥❡✱ ✌❛t s✐❞❡✇❛❧❧s ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦✲s❧✐♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
✈❡❧♦❝✐t② ♦✈❡rs❤♦♦t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s ❬✻✼❪✳
✷❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❞❡❝✐s✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✌♦✇ ✭❙❡❝t✐♦♥s ✹✳✶ ❛♥❞ ✹✳✷✮✳
✽✻
✹✳✹✳ ❇❡②♦♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s
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inflow & outflow
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✵✳✿ ✭❛✮ ▼❡❛s✉r❡❞ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇ ♣❛tt❡r♥s ❛t ❢♦✉r ❞✐☛❡r❡♥t ❝r♦ss✇✐s❡ ❞✐st❛♥❝❡s ② t♦ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✬s ❝❡♥t❡r
✭② ❂ ✵✮✳ ❚❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ② ❂ ✝✽✺♠♠✳ ❚❤❡ ❛rr♦✇s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✌♦✇
✐s ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✳ ❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❊❧❜❡s✐❧ ✶✹✺✱ ❙✐♥✱ ❆ ❂ ✽♠♠✱ ▲ ❂ ✷✵♠♠✱ ☛ ❂ ✶✵✍ ❛♥❞ ❘❡ ❂ ✸✵✳
❆t ② ❂ ✹✵♠♠✱ t❤❡ ❡❞❞② ✐s ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❛t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✬s ❝❡♥t❡r✳ ❆t ② ❂ ✼✵♠♠✱
t❤❡ ❡❞❞② ❜r❡❛❦s ✉♣ ❛♥❞ s♣✐r❛❧✲❧✐❦❡ ♣❛t❤❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✉rs ✐♥t♦ t❤❡ ❡❞❞② ✭✐♥✌♦✇✮✳ ❆t ② ❂ ✽✹♠♠✱
♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✉rs ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❡❞❞② ✐♥t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ✌♦✇ ✭♦✉t✌♦✇✮✳ ❚❤❡ ✐♥✌❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥✌♦✇ ❛♥❞ ♦✉t✌♦✇ ✇❛s
❛t ② ❂ ✼✽♠♠✱ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛♣♣❡❛r❡❞✳ ✭❜✮ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡❞❞②✳ ●r❛②✿
❝❧♦s❡❞ ❡❞❞②✳ ❇❧✉❡✿ ✐♥✌♦✇✳ ❘❡❞✿ ♦✉t✌♦✇✳
❞✐s♣❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❡r❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐☛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
st❛t❡♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♦r② ✭♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛ ❂ ✵✮ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✭❛ ✻❂ ✵✮ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✷✳ ❆s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠✱ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣
♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t②
❝❤❛rts ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ✇❡r❡ ♥♦t ❞✐st♦rt❡❞ s✐❣♥✐☞❝❛♥t❧② ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②✳
✷✮ ❆r❡ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧ ❡☛❡❝ts q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❡q✉❛❧ ❢♦r ❜♦t❤ ✌❛t ❛♥❞ ❝♦rr✉❣❛t❡❞ ✐♥❝❧✐♥❡s ♦r ❞♦ ♥❡✇
♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛♣♣❡❛r✱ ✇❤✐❝❤ s✐❣♥✐☞❝❛♥t❧② ❛☛❡❝t t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇ ❛♥❞ ✐ts ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t②❄
❚♦ t❤❡ ❛✉t❤♦r✬s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♥♦ ♣r❡❝❡❞❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ st✉❞✐❡❞ t❤❡
❡☛❡❝ts ♦❢ ✌❛t s✐❞❡✇❛❧❧s ♦♥ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇ ♦✈❡r ✉♥❞✉❧❛t❡❞ ✐♥❝❧✐♥❡s ❛♥❞ ✐ts ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t②
✽✼
✹✳ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✶✳✿ ✭❛✮ ▼❡❛s✉r❡❞ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇ ♣❛tt❡r♥s ❛t ❢♦✉r ❞✐☛❡r❡♥t ❝r♦ss✇✐s❡ ❞✐st❛♥❝❡s ② t♦ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✬s ❝❡♥t❡r
✭② ❂ ✵✮✳ ❚❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ② ❂ ✝✽✺♠♠✳ ❚❤❡ ❛rr♦✇s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✌♦✇
✐s ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✳ ❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❊❧❜❡s✐❧ ✶✹✺✱ ❙✐♥✱ ❆ ❂ ✽♠♠✱ ▲ ❂ ✷✵♠♠✱ ☛ ❂ ✶✵✍ ❛♥❞ ❘❡ ❂ ✶✵✳
❆t ② ❂ ✺✵♠♠✱ t❤❡ ❡❞❞② ✐s ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❛t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✬s ❝❡♥t❡r✳ ❆t ② ❂ ✼✵♠♠✱
t❤❡ ❡❞❞② ❜r❡❛❦s ✉♣ ❛♥❞ s♣✐r❛❧✲❧✐❦❡ ♣❛t❤❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✉rs ✐♥t♦ t❤❡ ❡❞❞② ✭✐♥✌♦✇✮✳ ❆t ② ❂ ✽✹♠♠✱
♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✉rs ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❡❞❞② ✐♥t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ✌♦✇ ✭♦✉t✌♦✇✮✳ ❚❤❡ ✐♥✌❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥✌♦✇ ❛♥❞ ♦✉t✌♦✇ ✇❛s
❛t ② ❂ ✼✽♠♠✱ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛♣♣❡❛r❡❞✳ ✭❜✮ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡❞❞②✳ ●r❛②✿
❝❧♦s❡❞ ❡❞❞②✳ ❇❧✉❡✿ ✐♥✌♦✇✳ ❘❡❞✿ ♦✉t✌♦✇✳
✐♥✲❞❡♣t❤✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ☞rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ☞♥❞✐♥❣s ♦♥ t❤❡ ❡☛❡❝ts ♦❢ ✌❛t s✐❞❡✇❛❧❧s ♦♥ ☞❧♠s
♦✈❡r ✉♥❞✉❧❛t❡❞ ✐♥❝❧✐♥❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ✌♦✇✬s ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❜❡✐♥❣
❞✐s❝✉ss❡❞✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙❡❝t✐♦♥s ✹✳✶ ❛♥❞ ✹✳✷✱ t❤❡ ✌♦✇✬s ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ✐s
✐♥❡①tr✐❝❛❜❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇ ♣❛tt❡r♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤
❛tt✉♥❡s ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❞❞② ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ tr♦✉❣❤s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ☞❣✉r❡ ♦✉t ♣♦ss✐❜❧❡
❞✐☛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✌♦✇ ❛♥❞ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✌♦✇ ✇✐t❤ s✐❞❡✇❛❧❧s✱
t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇ ♣❛tt❡r♥ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s ✇❛s ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡
♣❛t❤❧✐♥❡s ♦❢ tr❛❝❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ❞✐☛❡r❡♥t ②✲♣♦s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✬s ❝❡♥t❡r♣❧❛♥❡ ✭② ❂ ✵✮
❛♥❞ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧ ✭② ❂ ✽✺♠♠✮✳ P❧❡❛s❡ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
✽✽
✹✳✹✳ ❇❡②♦♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s
85 84 83 82 80 78 76 74 72 70 68 66 64 62 60 58 56 54 52 50 48 46 44 30 0
3026232018161412108
6
4
2
1
0.00
-0.05
-0.10
-0.15
-0.20
y (mm)
Re
Hin - Hout
hav
closed eddy
inflow
outflow
a) c)
b)
x
z
LL
y
x
sidewallchannel center
main flow direction
L
L
inflowclosed eddy
in- & outflow outflow
} no eddysidewall
channel center
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✷✳✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ s✐❞❡✲✈✐❡✇ ✭❛✮ ❛♥❞ t♦♣✲✈✐❡✇ ✭❜✮ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✸✵ ❛♥❞ ✹✳✸✶✳
❚❤❡ ♠✐①✐♥❣ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ s✐♥❣❧❡✲♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♥ str❡❛♠✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥✲ ❛♥❞ ♦✉t✌♦✇ ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ ✐♥
❡❛❝❤ tr♦✉❣❤✱ ✐✳❡✳ t♦ ♥♦t ❛❧t❡r♥❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ tr♦✉❣❤s✳ ✭❝✮ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ♠✐①✐♥❣ ❤❡✐❣❤t
✭❍✐♥ ❍♦✉t✮❂❤❛✈ ♦♥ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ❝r♦ss✇✐s❡ ② ✲♣♦s✐t✐♦♥✳ ◆❡❛r t♦ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧✱ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ♦✉t✌♦✇
❜❛♥❞ ❍♦✉t r❡❛❝❤❡❞ ✉♣ t♦ ✷✵✪ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❤❛✈ ❛t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✬s ❝❡♥t❡r✳
t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ str❡❛♠❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ ✌♦✇ ♦❢ ❊❧❜❡s✐❧ ✶✹✺ ♦✈❡r ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤②
✭❆ ❂ ✽♠♠✱ ▲ ❂ ✷✵♠♠✱ ☛ ❂ ✶✵✍✮ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡✳ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✵ ❢♦r ❘❡ ❂ ✸✵✱ t❤❡ ✌♦✇ ♣❛tt❡r♥ ❝❤❛♥❣❡s ❞r❛st✐❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s✳
◆❡❛r t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✱ t❤❡ ❡❞❞② r❡♠❛✐♥s ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ ✉♥❛☛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s✳ ◆♦
♠❛t❡r✐❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❞❞② ❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❧②✐♥❣ ♠❛✐♥ ✌♦✇ ✇❛s ✈✐s✐❜❧❡✳ ■♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢
t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s st❡❛❞②✲st❛t❡ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡❞❞② ❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ✌♦✇ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ s②♠♠❡tr②
❜r❡❛❦✱ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s✱ ❧❡❞ t♦ ❛ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦rt❡① ✐♥t♦ ❛ s♣✐r❛❧✳
❙♣✐r❛❧✲❧✐❦❡ ♣❛t❤❧✐♥❡✲♣❛tt❡r♥s✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❲✐❡rs❝❤❡♠ ❡t ❛❧✳ ❬✷✻❪ ❢♦r ❝r❡❡♣✐♥❣
✌♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✸✮✱ ♠❛♥✐❢❡st❡❞✳✸ ❉❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧
❡✐t❤❡r ❛ ❝❧♦s❡❞ ❡❞❞② ❛♣♣❡❛r❡❞✱ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✉r❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❡❞❞② ✭✐♥✌♦✇✮✱ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✉r❡❞ ♦✉t ♦❢
t❤❡ ❡❞❞② ✭♦✉t✌♦✇✮✱ ♦r ❜♦t❤ ✐♥✌♦✇ ❛♥❞ ♦✉t✌♦✇ ❛♣♣❡❛r❡❞✳
■♥ ❛ ☞rst ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❤❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ✐♥✌♦✇ ❜❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t✌♦✇ ❜❛♥❞ ✐♥ ③✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛t ① ❂
❢✵✱▲❣ ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s ❛ s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧
❡①❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❞❞② ❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ✌♦✇✳ ❚❤❡s❡ ❤❡✐❣❤ts ✇❡r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s t❤❡ ♠✐①✐♥❣
❤❡✐❣❤ts ❍✐♥ ✭✐♥✌♦✇✮ ❛♥❞ ❍♦✉t ✭♦✉t✌♦✇✮✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✵❛ ❛♥❞ ✹✳✸✶❛✳ ❇♦t❤ ❍✐♥ ❛♥❞
❍♦✉t s✐❣♥✐☞❝❛♥t❧② ❞❡♣❡♥❞❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝r♦ss✇✐s❡ ②✲♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❧♦s❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧✱
❍♦✉t r❡❛❝❤❡❞ ✐ts ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ✇✐t❤ ♠❛①✭❍♦✉t✮ ❃❃ ❍✐♥ ✽②✳ ❉❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r
t♦ ❘❡ ❂ ✶✵ ♣r♦✈♦❦❡❞ ❛ s❤r✐♥❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡❞❞② ❛t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✬s ❝❡♥t❡r ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❞❞② ❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ✌♦✇ ♥❡❛r t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧ ✇❛s ❧❡ss❡♥❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✶✮✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧
str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✌♦✇ ♣❛tt❡r♥ r❡♠❛✐♥❡❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❢♦r ❘❡ ❂ ✶✵✱
✸❉❡s♣✐t❡ t❤❡ s✐❣♥✐☞❝❛♥t❧② ❞✐☛❡r✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ s✐♠✐❧❛r s♣✐r❛❧✲❧✐❦❡ ♣❛t❤❧✐♥❡ ♣❛tt❡r♥s ✇❡r❡ r❡♣♦rt❡❞ ❢♦r
t❤❡ ❧❛♠✐♥❛r ✌♦✇ t❤r♦✉❣❤ ♣❧❛♥❡✲s②♠♠❡tr✐❝ s✉❞❞❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ❬✶✷✻❪✳
✽✾
✹✳ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
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Saw
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70mm
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85mm
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✸✳✿ ▼❡❛s✉r❡❞ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇ ♣❛tt❡r♥s ❛t t❤❡ t✇♦ ❞✐☛❡r❡♥t ❝r♦ss✇✐s❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ② ❂ ✼✵♠♠ ❛♥❞ ② ❂ ✽✺♠♠
✭❛t t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧✮ ❢♦r t❤❡ ✌♦✇ ♦✈❡r s❛✇t♦♦t❤✲❧✐❦❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ✇✐t❤ s✐❞❡✇❛❧❧s✳ ❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❊❧❜❡s✐❧ ✶✹✺✱
❆ ❂ ✽♠♠✱ ▲ ❂ ✷✵♠♠✱ ☛ ❂ ✶✵✍✱ ❘❡ ❂ ✸✵ ❛♥❞ ❙❛✇ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❙❛✇❘❡✈ ✭r✐❣❤t✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✌♦✇ ✐s ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✳
P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❡ ✐♥✈❡rt❡❞ ✐♥✌♦✇ ❛♥❞ ♦✉t✌♦✇ r❡❣✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❙❛✇ ❛♥❞ t❤❡ ❙❛✇❘❡✈ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳
❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧ ❡☛❡❝ts ❤❛❞ ❛ ❧♦✇❡r r❛♥❣❡ ✐♥ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤❛♥ ❢♦r ❘❡ ❂ ✸✵ ✭♣❧❡❛s❡ ❝♦♠♣❛r❡
t❤❡ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✸✵❜ ❛♥❞ ✹✳✸✶❜✮✳ ❋♦r ❘❡ ✔ ✻ ♥♦ ❡❞❞✐❡s ❛♥❞ ♥♦ ♠✐①✐♥❣ ❛♣♣❡❛r❡❞ ❛t ❛♥② ❝r♦ss✇✐s❡
♣♦s✐t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ❡❞❞✐❡s ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t✱ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✌✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s
♦♥ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇ ✇❛s ♠♦r❡ t❤❛♥ t❡♥ t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝❛♣✐❧❧❛r② ❧❡♥❣t❤
✷✛❂✭✚❣ ❝♦s☛✮ ✙ ✷♠♠ ❬✻✼❪ ✭♣❧❡❛s❡ s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✵❜✮✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❡☛❡❝ts ♦❢ ✌❛t s✐❞❡✇❛❧❧s
♦♥ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇ ♦✈❡r t❤❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✐♥❝❧✐♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥
♣✉r♣♦s❡✱ ❛r❡ s✐❣♥✐☞❝❛♥t❧② str♦♥❣❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✌♦✇ ♦✈❡r ❛ ✌❛t ✐♥❝❧✐♥❡✳
❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♠✐①✐♥❣ ✇❛s ♥♦t ♣r♦✈♦❦❡❞ ❜② ❛ s❧✐❣❤t ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝❤❛♥♥❡❧ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ②✲❛①✐s✱ t❤❡ ♣❛t❤❧✐♥❡ ♣❛tt❡r♥s ✇❡r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✱
✐✳❡✳ ❢♦r ② ❃ ✵ ❛♥❞ ② ❁ ✵✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇ ♣❛tt❡r♥ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦♥ ❜♦t❤
s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❡✳❣✳✱ ❛t ❜♦t❤ s✐❞❡✇❛❧❧s ✭② ❂ ✝✽✺♠♠✮✳ ❇❡②♦♥❞✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ✌♦✇ ❛♥❞ t❤❡
♠✐①✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✇❡r❡ s✐♥❣❧❡✲♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♥ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✹✳✸✷❛ ❢♦r s✐❞❡✲✈✐❡✇ ❛♥❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✷❜ ❢♦r t♦♣✲✈✐❡✇✳
❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✌♦✇ ♣❛tt❡r♥ r❡♠❛✐♥❡❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❜② ✈❛r✐❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❛s ❧♦♥❣ ❛s ❡❞❞✐❡s ❛♣♣❡❛r❡❞ ❛t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✬s ❝❡♥t❡r✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss
♠✐①✐♥❣ ❤❡✐❣❤t ✭❍✐♥ ❍♦✉t✮❂❤❛✈ ❞❡♣❡♥❞❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ②✲♣♦s✐t✐♦♥
✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✷❝✮✳ ◆❡❛r t♦ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s✱ ✐t r❡❛❝❤❡❞ ❛❜♦✉t ✷✵✪ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❤❛✈
❛t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✬s ❝❡♥t❡r♣❧❛♥❡✳ ❚❤✐s s✐❣♥✐☞❝❛♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✌♦✇ r❛t❡ ❤❛s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦
❛☛❡❝t t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇✳ ❆s t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡
❞❡❝✐s✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ✌♦✇✬s ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥s ✹✳✶ ❛♥❞ ✹✳✷✮✱ ✐♥tr✐❣✉✐♥❣ st❛❜✐❧✐t② ♣❤❡♥♦♠❡♥❛
♠✐❣❤t ❛♣♣❡❛r ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡☛❡❝ts ♦❢ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ✌♦✇ ♦✈❡r t❤❡ ✌❛t ✐♥❝❧✐♥❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♣❛tt❡r♥ ■ ✐s ❛❧✇❛②s
♣r❡s❡♥t ❛t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✬s ❝❡♥t❡r✱ t❤❡ ✌♦✇ ♦✈❡r ✉♥❞✉❧❛t❡❞ ✐♥❝❧✐♥❡s ❝❛♥ ❡①❤✐❜✐t ❛♥② ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t②
♣❛tt❡r♥s ■■ ✲ ❱■✱ t❤❡r❡✳ ■t r❡♠❛✐♥s ❛♥ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❤♦✇ t❤❡s❡ st❛❜✐❧✐t② ♣❛tt❡r♥s ❝❤❛♥❣❡ ✇❤❡♥
t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s ✐s r❡❞✉❝❡❞✳ ❲✐❧❧ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts st✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇
t❤❡ ✬st❛❜✐❧✐t② ❝②❝❧❡✬ ❛s ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ✌♦✇ ♦✈❡r t❤❡ ✌❛t ✐♥❝❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ ❛ ✌❛t
s✐❞❡✇❛❧❧❄
✾✵
✹✳✹✳ ❇❡②♦♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s
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inflowclosed eddyno eddy in- & outflow outflow sidewall
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✹✳✿ ❈❧❛ss✐☞❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐☛❡r❡♥t ✌♦✇ r❡❣✐♠❡s ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇ ♦❢ ❊❧❜❡s✐❧ ✶✹✺ ♦✈❡r t❤❡ ❙✐♥ ✭❧❡❢t✮✱
❙❛✇ ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❛♥❞ ❙❛✇❘❡✈ ✭r✐❣❤t✮ t♦♣♦❣r❛♣❤② ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❆ ❂ ✽♠♠✱ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ▲ ❂ ✷✵♠♠ ❛♥❞ t❤❡
✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ☛ ❂ ✶✵✍✳ ❉❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ❝r♦ss✇✐s❡ ② ✲♣♦s✐t✐♦♥ ✭❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥t❡r✿ ② ❂ ✵❀
s✐❞❡✇❛❧❧✿ ② ❂ ✽✺♠♠✮ ❡✐t❤❡r ♥♦ ❡❞❞② ✭✇❤✐t❡✮✱ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❡❞❞② ✭❣r❛②✮✱ ♦r ❛♥ ❡❞❞② ❜r❡❛❦✉♣ ✇✐t❤ ✐♥✌♦✇ ✐♥t♦ t❤❡ ❡❞❞②
✭❜❧✉❡✮✱ ♦✉t✌♦✇ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❡❞❞② ✭r❡❞✮ ♦r ❜♦t❤ ✐♥✲ ❛♥❞ ♦✉t✌♦✇ ✭②❡❧❧♦✇✮ ✇❡r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✷❝✱
t❤❡ ❝❤❛rts s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ☞❣✉r❡ ❝♦♥t❛✐♥ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❞❞②
❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ✌♦✇✳ ❚❤❡② s❡r✈❡ ♦♥❧② t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❛♥❞ ❞✐☛❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ✌♦✇ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❤❡
✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✐s ❛❧t❡r❡❞✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ✇❛s t❤❛t✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ r❡♠❛✐♥s ✉♥✲
❝❤❛♥❣❡❞✱ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✬s s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡ ❞♦❡s ♥♦t s✐❣♥✐☞❝❛♥t❧② ❛☛❡❝t t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢
t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r ✉♥❞✉❧❛t❡❞ ✐♥❝❧✐♥❡s✳ ■s t❤✐s r❡s✉❧t st✐❧❧ ✈❛❧✐❞ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✌♦✇ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ ✌❛t s✐❞❡✇❛❧❧s❄ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✸✱ t❤❡ ♠✐①✐♥❣
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s s✐❣♥✐☞❝❛♥t❧② ❞✐☛❡r ✇❤❡♥ t❤❡ s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✐s ❛❧t❡r❡❞ ✇✐t❤♦✉t
❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐ts ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❲❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ ❙✐♥ ❛♥❞ ❙❛✇ t♦♣♦❣r❛♣❤② t❤❡ ✐♥✌♦✇ ❛♥❞
♦✉t✌♦✇ r❡❣✐♦♥s r❡♠❛✐♥❡❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② s✐♠✐❧❛r✱ t❤❡② ❞✐☛❡r❡❞ ❞❡❝✐❞❡❞❧② ❢♦r t❤❡ ❙❛✇❘❡✈ t♦♣♦❣✲
r❛♣❤② ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✹✮✳ ❋♦r t❤❡ ❙❛✇❘❡✈ t♦♣♦❣r❛♣❤②✱ t❤❡ ✐♥✌♦✇ ✭♥♦t t❤❡ ♦✉t✌♦✇✮ ♦❝❝✉rr❡❞
main flow
outflow
downstream eddy
(   outflow eye)
inflow 
upstream eddy
(   inflow eye)
outflow downstream eddy
 
inflow upstream eddy
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✺✳✿ ▼❡❛s✉r❡❞ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❊❧❜❡s✐❧ ✶✹✺ ❛t ❘❡ ❂ ✸✵ ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r t♦♣♦❣r❛♣❤②
✭❆ ❂ ✽♠♠✱ ▲ ❂ ✷✵♠♠✱ ❲ ❂ ✶♠♠✱ ☛ ❂ ✶✵✍✮ ✐♥ t❤❡ ❝❧♦s❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧ ✭② ❂ ✽✺♠♠✮✳ ❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱
t❤❡ ❞✐☛❡r❡♥t ✌♦✇ r❡❣✐♠❡s ❛r❡ ❝♦❧♦r ❝♦❞❡❞✳ ❚❤❡ ❛rr♦✇s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇✳
✾✶
✹✳ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❝❧♦s❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s✳ ❋♦r t❤❡ ❘❡❝ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✭❲ ❂ ✶♠♠✮✱ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♣❤❡✲
♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✺✮ ❛s ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡❞❞✐❡s ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ tr♦✉❣❤s
❛t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✬s ❝❡♥t❡r ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹❜ ❛♥❞ ✹✳✺✮✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ s❡❡ ❤♦✇ t❤❡ ❞✐☛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♠✐①✐♥❣ ✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧
✌♦✇s ♦✈❡r ✐♥❝❧✐♥❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ❛☛❡❝t t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❜② ❛❧s♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✌♦✇ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s✳ ❆s r❡❛❧✲✇♦r❧❞ s②st❡♠s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❜♦✉♥❞❡❞
❜② s✐❞❡✇❛❧❧s✱ t❤❡s❡ ☞♥❞✐♥❣s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡❞✱ ❡✳❣✳✱ ✐♥ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♦❢ ♠✐❝r♦❡❧❡❝tr♦♥✐❝
❞❡✈✐❝❡s ♦r ♦♣t✐❝❛❧ ❝♦❛t✐♥❣s✳
❋❧❛t ♦r ❝♦rr✉❣❛t❡❞ ✐♥❝❧✐♥❡s ✫ ❝♦rr✉❣❛t❡❞ s✐❞❡✇❛❧❧s
❚❤❡ ❡☛❡❝ts ♦❢ ❝♦rr✉❣❛t❡❞ s✐❞❡✇❛❧❧s ♦♥ ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ ✌❛t ♦r ❝♦rr✉❣❛t❡❞ ✐♥❝❧✐♥❡s ❤❛✈❡ ♥♦t ②❡t
❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞✳ ◆❡✐t❤❡r t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ♥♦r ✐ts st❛❜✐❧✐t② ❛❣❛✐♥st t✐♠❡✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ ❤✐❣❤❧② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠ st❛t❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝❧♦s❡st r❡❧❛t❡❞ t♦ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ s②st❡♠s ✐♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ✐♥ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ☞❧♠ ✌♦✇s✳ ■t ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ s❡❡ ❤♦✇ t❤❡ ❣r❡❛t ❝❤❛❧❧❡♥❣❡
♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❢✉❧❧② t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✌♦✇ ✇✐t❤
❝♦rr✉❣❛t❡❞ s✐❞❡✇❛❧❧s ✇✐❧❧ ❜❡ ♦✈❡r❝♦♠❡✳
✹✳✹✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝②❝❧❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ✇❡r❡
❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛❧❧ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r ❢r❡❡
s✉r❢❛❝❡ ✇❛✈❡s ❛♥❞ ✌♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ✉♥❞✉❧❛t❡❞ ✐♥❝❧✐♥❡s✳ ❨❡t✱ ✐t r❡♠❛✐♥❡❞ ❛♥ ♦♣❡♥
q✉❡st✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r s✐♠✐❧❛r ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠ ✌♦✇s✱ ❡✳❣✳✱ ❢♦r ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✌✉✐❞s✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✇❛✈❡s ❛♥❞ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❝❤❛♥♥❡❧ ✌♦✇s ✇✐t❤ s✐❞❡✇❛❧❧s ❛s ❜♦✉♥❞✐♥❣ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✱ t❤❡s❡ t❤r❡❡
❡①❡♠♣❧❛r② s②st❡♠s ✇❡r❡ ❜r✐❡✌② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡ t♦ ✉♥✈❡✐❧ ✇❤❛t ❝❛♥ ❜❡
❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s✳ ❋♦r t❤✐s s❛❦❡✱ t❤❡ s♣❛rs❡
❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤✐s t♦♣✐❝ ✇❛s st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ♥❡✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❆s t❤❡ r❡s✉❧ts
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙❡❝t✐♦♥s ✹✳✶ ❛♥❞ ✹✳✷ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ✌♦✇✬s st❛❜✐❧✐t②
✐s ✐♥❡①tr✐❝❛❜❧② ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇✱ ❜♦t❤ ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦❣❡t❤❡r
✇❤❡r❡✈❡r t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣s ♣❡r♠✐tt❡❞ ✐t✳ ❚❤❛t ✇❛②✱ ♥❡✇
♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❧✐❦❡✱ ❡✳❣✳✱ ❛ ♠✐①✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❞❞✐❡s ✐♥ t❤❡ tr♦✉❣❤s ♦❢ t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡
♦✈❡r❧②✐♥❣ ♠❛✐♥ ✌♦✇s ✇❡r❡ ✉♥❝♦✈❡r❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❡☛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ✌♦✇✬s st❛❜✐❧✐t② ❜❡✐♥❣ ❜r✐❡✌②
❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❛♥ ✐♥✲❞❡♣t❤ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s
❛♥❞ s✐❞❡✇❛❧❧ ❡☛❡❝ts ♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✌♦✇s ✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❛❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
☞♥❞✐♥❣s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝②❝❧❡ ❛r❡✱
✇✐t❤ s♦♠❡ r❡str✐❝t✐♦♥s✱ st✐❧❧ ✈❛❧✐❞ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠
✌♦✇s✳
✾✷
✺✳ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❚❤❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡s✐s ♣r♦✈✐❞❡s ♥❡✇ ✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ t❤❡ ❡☛❡❝ts ♦❢ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ♦♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ✈✐s❝♦✉s ☞❧♠ ✌♦✇s✳ P❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦❝✉s ❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ✐♥✌✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝✱ ♦♥❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠ ✌♦✇s✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ s♦❧❡❧② ❞r✐✈❡♥ ❜② ❣r❛✈✐t②✳ ❈♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ t❤♦r♦✉❣❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ✉♥✈❡✐❧❡❞
♥❡✇ st❛❜✐❧✐t② ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❢❛r ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ◆✉ss❡❧t r❡❣✐♠❡ ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t❤❡s❡ ♣❤❡✲
♥♦♠❡♥❛ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts
✇❡r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛❧❧ ❡①✐st✐♥❣ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ☞♥❞✐♥❣s ♦♥ t❤✐s ❝♦♠✲
♣❧❡① ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❛t ✇❛②✱ t❤❡ ✌♦✇ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱
✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✌♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② ✇❛s t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛❧❧
t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ✉♥✈❡✐❧✐♥❣ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥❞ ✉♥✐❢② ❛❧❧
☞♥❞✐♥❣s ♦♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✈✐s❝♦✉s ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r ✐♥❝❧✐♥❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s✳
❋✐rst✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r ☞✈❡
❞✐☛❡r❡♥t❧② s❤❛♣❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ✇❡r❡
r❡t❛✐♥❡❞✳ ❆❧❧ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s s❤❛r❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❜✉t ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❞✐☛❡r❡♥t
s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡s✱ ❡✳❣✳✱ s✐♥✉s♦✐❞❛❧✱ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♦r s❛✇t♦♦t❤✲❧✐❦❡✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ s✐❣♥✐☞❝❛♥t❧② ❞✐☛❡r✐♥❣
t♦♣♦❣r❛♣❤② s❤❛♣❡s✱ ❛❧❧ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ✇❡r❡ ❡q✉❛❧✱ ❛s✐❞❡ ❢r♦♠ s♠❛❧❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s ❛st♦♥✐s❤✐♥❣ ☞♥❞✐♥❣✱ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✌♦✇ ☞❡❧❞s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❡❛❞②✲st❛t❡
✌♦✇s ✇❡r❡ s❝r✉t✐♥✐③❡❞✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥✱ ❝♦♥st✐t✉t❡❞
❜② t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❞❡☞♥❡❞ ❜② t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡❞❞✐❡s ✐♥
t❤❡ tr♦✉❣❤s✱ ✇❡r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ✌♦✇✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ❞✐☛❡r❡❞ ❞❡❝✐❞❡❞❧②
❢♦r t❤❡ ☞✈❡ ❤✐❣❤❧② ❞✐✈❡rs❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤✐s s❡✈❡r❡ ❞✐s♣❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s
♦❢ t❤❡ ✌♦✇✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥❝♦♠✐t❛♥t t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ st❛❜✐❧✐t② r❡♠❛✐♥❡❞
✉♥❛☛❡❝t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s st❛t❡♠❡♥t ❝❛♥♥♦t ❜❡ tr✉❡ ❢♦r ❛❧❧ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ♦❢ ❡q✉❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❆ ❣❡❞❛♥❦❡♥❡①♣❡r✐♠❡♥t ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t ✇❤❡♥✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ t✐♣ ✇✐❞t❤
♦❢ t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ☞♥❛❧❧② r❡❛❝❤❡s t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✱
❜♦t❤ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ✌♦✇✬s ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❤❛✈❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡✱ ❛s t❤❡ ✌♦✇ t❤❡♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✌♦✇ ♦✈❡r ❛ ✌❛t ✐♥❝❧✐♥❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✬s s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡ ❞♦❡s
♥♦t ♠❛tt❡r ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ☞❧♠ ✌♦✇s✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ r❡♠❛✐♥s
✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ☞❧♠ ✌♦✇s ❝❛♥♥♦t ❜❡
♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❜② ❡✈❡♥ str♦♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✬s s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡✳ ■♥❞❡❡❞✱
t❤✐s ☞♥❞✐♥❣ ✐s ♦❢ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ☞❧♠ ✌♦✇s✱
r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❝♦❛t✐♥❣ ✐♥❞✉str✐❡s t♦ ❡♥❡r❣②✲❝♦♥✈❡rt✐♥❣ s②st❡♠s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡
t♦♣♦❣r❛♣❤② ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✌✉✐❞ ♠♦✈❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠♦❞✐☞❡❞ ❢r❡❡❧②✳
■♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r st✉❞②✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ♦❢ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ☞❧♠ ✌♦✇s ♦✈❡r
✐♥❝❧✐♥❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❡①❤✐❜✐t ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥♥❡r t♦♣♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ st❛❜❧❡
❛♥❞ ✉♥st❛❜❧❡ ✐s❧❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ ❧♦♥❣✲✇❛✈❡ t♦ s❤♦rt✲✇❛✈❡
✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♦❢ ♠❛♥② ❡①❛♠♣❧❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡ t❤❡s❡ ☞♥❞✐♥❣s✱ t❤❡ s❝♦♣❡
♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❛s s✐❣♥✐☞❝❛♥t❧② ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿ ❡✐t❤❡r
t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s ✇❛s ❣r❛❞✉❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♦r t❤❡ t✐♣ ✇✐❞t❤ ♦❢ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r
❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s ✇❛s ❣r❛❞✉❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡❞✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✱ t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t②
♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❢♦❧❧♦✇❡❞✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
✾✸
✺✳ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
♣r♦✈✐❞❡❞ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ♦♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ s❤❛♣❡s
❛♥❞ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ☞❡❧❞s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡
♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❣r♦✇ ✇❤❡♥ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②
✇❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♦r ✐ts t✐♣ ✇✐❞t❤ ✇❛s ❞❡❝r❡❛s❡❞✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✐t ❞❡♣❡♥❞❡❞ ✐♥ ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ✇❛② ♦♥
t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ❚❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡s ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ☞❡❧❞s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① s❤❛♣❡s
♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts t♦ t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞❡st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❡☛❡❝ts
♣r♦✈♦❦❡❞ ❜② t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇ ❞✉❡ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♠❡❛♥ ☞❧♠
t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❞❡st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇ ❞✉❡ t♦ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡
✇❡r❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ❡☛❡❝ts✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✐s❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts
♦❢ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ✈✐s❝♦✉s ☞❧♠s ♦✈❡r ✐♥❝❧✐♥❡❞ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ✇❛s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡✲
♠❡♥t✐♦♥❡❞ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✿ t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✐s❧❡ ❛♣♣❡❛r❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❘❡②♥♦❧❞s
♥✉♠❜❡r✱ ✇❤❡r❡ ❛❧s♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ☞rst ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇❛s ❧♦❝❛t❡❞✳
❉❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ♦r t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t②✱ ♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ s❤✐❢t❡❞ t❤❡
r❡s♦♥❛♥❝❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✐s❧❡ t♦ ❤✐❣❤❡r ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤❛t ✇❛②✱ t❤❡
st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❡☛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♠❡❛♥ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❛t ❧♦✇ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞
t❤❡ ✌♦✇s ✇❡r❡ ♠♦r❡ st❛❜❧❡ ❛❣❛✐♥st ❧♦♥❣✲✇❛✈❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s t❤❛♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ◆✉ss❡❧t
✌♦✇s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✬s ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥✱ ❛♥❞
t✐♣ ✇✐❞t❤ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❧✐q✉✐❞✬s ✈✐s❝♦s✐t② ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ♦r t❤❡ ❞❡st❛❜✐❧✐③✐♥❣
❡☛❡❝t ♣r❡✈❛✐❧s✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ❡☛❡❝ts ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ♣r♦♣❡r❧② ❜②
t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ◆✉ss❡❧t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ✌♦✇ ♦✈❡r ❛ ✌❛t ✐♥❝❧✐♥❡✿ ❘❡❞✉❝✐♥❣ ❛ ☞❧♠
✌♦✇ ♦✈❡r ❞❡❡♣ ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s t♦ ❛ ◆✉ss❡❧t ✌♦✇ ✇♦✉❧❞ ❞✐sr❡❣❛r❞ t❤❡ s✐❣♥✐☞❝❛♥t❧② ❞✐☛❡r✐♥❣ st❡❛❞②✲
st❛t❡ ✌♦✇ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ✇❤✐❝❤ ❣♦✈❡r♥ t❤❡ ✌♦✇✬s st❛❜✐❧✐t② ④ ❢❛r ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ ◆✉ss❡❧t✬s
t❤❡♦r②✳
❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡s✐s ✇❛s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❣✉✐❞❡ ♦♥ ❤♦✇ t♦ t✉♥❡
t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r ✐♥❝❧✐♥❡❞
t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ q✉❡st✐♦♥ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ ■s t❤❡r❡ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧
♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❜❡✐♥❣ ✈❛❧✐❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✌♦✇✬s ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ❢♦r
✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❞✐☛❡r❡♥t s②st❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs❄ ❋♦r t❤✐s s❛❦❡✱ ☞rst✱ ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✇❡r❡ s❝r❡❡♥❡❞✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ☞❧❧ t❤❡ ❣❛♣s ✇❤✐❝❤ r❡♠❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱
♣r❡❝❡❞❡♥t ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞✳ ❚❤❛t ✇❛②✱ ❛ s❡t ♦❢ s✐① ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt
♣❛tt❡r♥s ✇❛s ✐❞❡♥t✐☞❡❞ t♦ ❜❡ s✉✍❝✐❡♥t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥❞ ✉♥✐❢② ❛❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✈✐s❝♦✉s ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r ✉♥❞✉❧❛t❡❞ ✐♥❝❧✐♥❡s✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✬s ✈✐s❝♦s✐t② ♦r
t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✬s ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ t✐♣ ✇✐❞t❤ ♦r ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❡❞ t♦
tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ s✐① ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤❡ ♣❛tt❡r♥ tr❛♥s✐t✐♦♥s s❤✐❢t ✉♥st❛❜❧❡ ❛♥❞ st❛❜❧❡ ✌♦✇
r❡❣✐♠❡s ❛♥❞ ❝❛♥ ♣r♦✈♦❦❡✱ ❡✳❣✳✱ ❝r✉❝✐❛❧ ✌♦✇ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛t ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs✱ ✐♠♣♦rt❛♥t
✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ ❝♦❛t✐♥❣ ♦r ❜✐♦☞❧♠ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣❛t❤✇❛② ④ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝②❝❧❡ ④ ✇❛s ✉♥✈❡✐❧❡❞✱ ❛❧♦♥❣ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ☞❧♠ ✌♦✇s ❡✈♦❧✈❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ s②st❡♠
♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ❝❤❛♥❣❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝②❝❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❣✉✐❞❡
♦♥ ❤♦✇ t♦ t✉♥❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ✈✐s❝♦✉s ☞❧♠s ✐♥ ❛ ✇❛② ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡s✐r❡❞
♦r r❡q✉✐r❡❞✱ ❡✳❣✳✱ ❜② ❡♥❡r❣②✲❝♦♥✈❡rt✐♥❣ s②st❡♠s ❧✐❦❡ ❢❛❧❧✐♥❣✲☞❧♠ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡rs✱ ♦r ❜② ❝♦❛t✐♥❣
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧✱ ♦♣t✐❝❛❧✱ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧✱ ♦r s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ✐♥❞✉str✐❡s✳
❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝②❝❧❡ ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r
❛❧❧ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❛✈❡s ❛♥❞
✌♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ✉♥❞✉❧❛t❡❞ ✐♥❝❧✐♥❡s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s r❡♣♦rt❡❞✱
✾✹
❢❛❧s✐❢②✐♥❣ t❤❡✐r ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t r❡♠❛✐♥❡❞ ❛♥ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r s✐♠✐❧❛r
♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r ❢♦r ❞✐☛❡r✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤✱ ❡✳❣✳✱ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✌✉✐❞s✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✇❛✈❡s✱
♦r t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ✌♦✇ ✇✐t❤ s✐❞❡✇❛❧❧s ❛s ❜♦✉♥❞✐♥❣ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st ♣❛rt
♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ❡①❡♠♣❧❛r② s②st❡♠s ✇❡r❡ ❜r✐❡✌② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ✉♥✈❡✐❧
✇❤❛t ✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s✳ ❋♦r t❤✐s s❛❦❡✱ t❤❡
s♣❛rs❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤✐s t♦♣✐❝ ✇❛s st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ♥❡✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❆s t❤❡ r❡s✉❧ts
♣r❡s❡♥t❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ✌♦✇✬s ❧✐♥❡❛r
st❛❜✐❧✐t② ✐s ✐♥❡①tr✐❝❛❜❧② ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✌♦✇✱ ❜♦t❤ ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
t♦❣❡t❤❡r ✇❤❡r❡✈❡r t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣s ♣❡r♠✐tt❡❞ ✐t✳ P❤❡♥♦♠❡♥❛
❧✐❦❡ ❛♥ ❡❞❞② ❜r❡❛❦✉♣ ❞✉❡ t♦ tr❛✈❡❧✐♥❣ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❛✈❡s ✇❡r❡ ✉♥❝♦✈❡r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❡☛❡❝ts ♦♥ t❤❡
✌♦✇✬s st❛❜✐❧✐t② ❜❡✐♥❣ ❜r✐❡✌② ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❛♥ ✐♥✲❞❡♣t❤ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥
☞❧♠s✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛♥❞ s✐❞❡✇❛❧❧ ❡☛❡❝ts ✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ❛❧❧
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ☞♥❞✐♥❣s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rt ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐t②
❝②❝❧❡ ❛r❡✱ ✇✐t❤ s♦♠❡ r❡str✐❝t✐♦♥s✱ st✐❧❧ ✈❛❧✐❞ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤✐s st❛t❡♠❡♥t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡ ♦❢ st✉❞✐❡❞ s②st❡♠s✱ ✐t
❝❛♥♥♦t ❝❧❛✐♠ t❤❡ s❛♠❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❛s t❤❡ ☞♥❞✐♥❣s ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢
t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s ♦✈❡r ✐♥❝❧✐♥❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s✳ ❨❡t✱ t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝❛♥ s❡r✈❡
❛s ☞rst ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ✇❤❛t ✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s✳
❆s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✌✉✐❞s✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✇❛✈❡s
❛♥❞ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ✌♦✇s ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ s❡❡ ❤♦✇ t❤❡
❣r❡❛t ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝②❝❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❢❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡
❢✉t✉r❡✳
❆s ❛ ☞♥❛❧ r❡♠❛r❦✱ t❤❡ ❛✉t❤♦r ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s✐❣♥✐☞❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s✲
t✐❝ st❛❜✐❧✐t② ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❝②❝❧❡✿ ❜♦t❤ t♦❣❡t❤❡r ❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞
❛s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❣✉✐❞❡ ♦♥ ❤♦✇ t♦ t✉♥❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✈✐s❝♦✉s ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r ✐♥❝❧✐♥❡❞ t♦♣♦❣r❛✲
♣❤✐❡s ✐♥ ❛ ✇❛② ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡s✐r❡❞ ♦r r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ♣r❡✈✐♦✉s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❤✉❣❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢
str✉❝t✉r❡❞ s✉❜str❛t❡s ❢♦r ♣❛ss✐✈❡ ✌♦✇ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ✐s r❡❛❞② t♦ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞✳
✾✺
✾✻
❆✳ ❆❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s②st❡♠s ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts
❆✳✶✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ☛ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧
❆✳✶✳✶✳ ❚❛❜❧❡ ♦❢ ❛❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s②st❡♠s ❢♦r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ☛
◆r✳ ✗✭♠♠✷✴s✮ s❤❛♣❡ ❆✭♠♠✮ ▲✭♠♠✮ ❲ ✭♠♠✮ ☛✭❞❡❣✮
✶ ✶✵✵ ❙✐♥ ✽ ✷✵   ✹✳✶❄✱ ✺✳✵✱ ✽✳✵✱ ✶✵✳✵✱ ✶✹✳✵✱ ✶✽✳✵✱ ✷✶✳✵❄✱ ✷✹✳✾✱ ✸✻✳✼❄
✷ ✶✹✹ ❙✐♥ ✽ ✷✵   ✼✳✵❄✱ ✶✵✳✵✱ ✶✹✳✵✱ ✶✼✳✵✱ ✷✶✳✵✱ ✷✸✳✵✱ ✸✻✳✼
✸ ✻✺ ❙✐♥ ✽ ✷✵   ✹✳✶❄✱ ✽✳✺❄✱ ✶✵✳✵
✹ ✶✹✹ ❙✐♥ ✹ ✷✵   ✶✵✳✵✱ ✶✼✳✵❄
✺ ✶✹✹ ❋❧❛t       ✶✵✳✵❄✱ ✶✹✳✵✱ ✶✼✳✵✱ ✷✶✳✵✱ ✷✸✳✵✱ ✸✻✳✼
❚❛❜❧❡ ❆✳✶✳✿ ❙②st❡♠s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ☞❧♠ ✌♦✇ ♦✈❡r t♦♣♦❣r❛♣❤② ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛t
❞✐☛❡r❡♥t ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s ☛ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❉❛t❛ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✼✻✱ ✶✵✼✱ ✶✵✽✱ ✶✶✵✱ ✶✶✸✱ ✶✷✷❪✳ ◆❡✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✶✶✹❪
❛r❡ ♠❛r❦❡❞ ❜② ❛ st❛r ✭❄✮✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✷✶ ❛♥❞ ❆✳✶✳
▼♦❞✐☞❡❞ ❛♥❞ r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❬✶✶✹❪✳
❆✳✶✳✷✳ ❆❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ❢♦r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ☛
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data taken from [Ref. 76][76]
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✳✿ ▲✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❛t ❞✐☛❡r❡♥t ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s ☛✳ ❚❤❡ ❝❤❛rts ✐♥❝❧✉❞❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✭❊✮ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝s ✭◆✮
t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✼✻✱ ✶✵✼✱ ✶✵✽✱ ✶✶✵✱ ✶✶✸✱ ✶✷✷❪ ❛♥❞ ♥❡✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✭❄✮ ❢r♦♠ ❬✶✶✹❪✳ ❍❛t❝❤❡❞ ♠❛r❦✐♥❣s ❞❡♥♦t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ❈♦♠♣✉t❡❞ ♥❡✉tr❛❧ ❝✉r✈❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛s ◗✭❘❡✮ ✐❢ ♥♦ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ◗ ❛♥❞ ❢ ✇❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞✳ ▼♦❞✐☞❡❞
❛♥❞ r❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❬✶✶✹❪✳ ❝✌ ❆■P P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳
✾✼
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data taken from [Ref. 76][76]
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❣ ✭♠s ✷✮ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✹✺✱ ✹✼✱ ✹✽✱ ✾✵
❤ ✭♠✮ ❚✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧♦❝❛❧ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ✺✶
❤✵ ✭♠✮ ▲♦❝❛❧ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡
✌♦✇❀ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡
✌♦✇✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥
✹✾④✺✶✱ ✺✸✱ ✺✾④✻✶✱ ✻✽✱
✻✾✱ ✼✶
❤❛✈ ✭♠✮ ▼❡❛♥ ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ✺✶✱ ✻✾④✼✷✱ ✽✾✱ ✾✵
❍✐♥ ✭♠✮ ■♥✌♦✇ ❤❡✐❣❤t ✽✾✱ ✾✵
❤♥ ✭♠✮ ◆✉ss❡❧t ☞❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ✹✽✱ ✻✾✱ ✼✶✱ ✼✾
❍♦✉t ✭♠✮ ❖✉t✌♦✇ ❤❡✐❣❤t ✽✾✱ ✾✵
❑ ❈r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✺✾✱ ✻✵
❑❛ ❑❛♣✐t③❛ ♥✉♠❜❡r ✹✺✱ ✹✻✱ ✺✻✱ ✺✼
✔ ❘❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ tr❛✈❡❧❧✐♥❣ ✇❛✈❡✬s ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡ t♦ ✐ts ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
✺✻
▲ ✭♠✮ ❚♦♣♦❣r❛♣❤② ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✹✼✱ ✺✵④✺✸✱ ✺✻✱ ✺✽✱ ✺✾✱
✻✶④✼✷✱ ✼✹④✽✹✱ ✽✼④✾✶✱
✾✼✱ ✾✽✱ ✶✵✵④✶✵✷✱
✶✵✹④✶✵✻✱ ✶✶✷
♥ P♦✇❡r✲❧❛✇ ✐♥❞❡① ✼✾
♣✐ ✭♠✮ P♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r s♣♦t ✐ ✺✺
❫♣✐ ✭♠✮ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❧❛s❡r s♣♦t ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❧❛s❡r ✐
✺✺
❫♣✐ ✭♠✮ ❆❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠❡❞
❧❛s❡r s♣♦t ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ✐
✺✺
✶✵✽
▲✐st ♦❢ ❙②♠❜♦❧s
s②♠❜♦❧ ✭✉♥✐t✮ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣❛❣❡ ❧✐st
♣①✵✱✐ ✭♠✮ ❚❤❡ ①
✵✲♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣♦t ♦❢ ❧❛s❡r ✐ ♦♥
t❤❡ s❝r❡❡♥
✺✺
❫♣①✵✱✐ ✭♠✮ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ①
✵✲♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s♣♦t ♦❢ ❧❛s❡r ✐
✺✺
♣③✵✱✐ ✭♠✮ ❚❤❡ ③
✵✲♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣♦t ♦❢ ❧❛s❡r ✐ ♦♥
t❤❡ s❝r❡❡♥
✺✺
❫♣③✵✱✐ ✭♠✮ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ③
✵✲♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s♣♦t ♦❢ ❧❛s❡r ✐
✺✺
◗ ❋❧♦q✉❡t ♣❛r❛♠❡t❡r ✼✺✱ ✽✶✱ ✾✼✱ ✾✾✱ ✶✵✸✱ ✶✵✹
❴q ✭♠✷s ✶✮ ❚✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✌♦✇ r❛t❡ ✹✽
❘❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✹✽✱ ✺✵④✺✷✱ ✺✺④✻✵✱
✻✷④✼✷✱ ✼✺✱ ✽✵✱ ✽✶✱
✽✼④✾✶✱ ✾✼✱ ✾✾✱ ✶✵✸✱ ✶✵✹✱
✶✵✻
❘❡❝ ❈r✐t✐❝❛❧ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✺✽✱ ✻✸✱ ✻✺✱ ✼✽
❘❡❝ ❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r t♦♣♦❣r❛♣❤② s❤❛♣❡ ✹✼✱ ✺✻✱ ✺✽✱ ✻✼✱ ✼✹✱ ✼✻✱
✾✷✱ ✾✽✱ ✶✵✵✱ ✶✵✷✱
✶✵✹④✶✵✻
❙✶ ❙♣❡❝✐☞❝ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✺✽④✻✶
❙✷ ▼♦❞✐☞❡❞ ❙✶ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✺✽
❙✸ ❙♣❡❝✐☞❝ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r t♦♣♦❣r❛♣❤② ✺✽✱ ✺✾
❙✹ ❙♣❡❝✐☞❝ s❛✇t♦♦t❤✲❧✐❦❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✺✽
❙✺ ❘❡✈❡rs❡❧② ♠♦✉♥t❡❞ ❙✹ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✺✽④✻✶
❙✐ ❚♦♣♦❣r❛♣❤② s❤❛♣❡ ❛s s♣❡❝✐☞❡❞ ❜② t❤❡
✐♥❞❡① ✐
✺✾✱ ✻✵
❙❛✇ ❙❛✇t♦♦t❤✲❧✐❦❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② s❤❛♣❡ ✹✼✱ ✺✽✱ ✼✹✱ ✾✵✱ ✾✶✱ ✾✽✱
✶✵✻
❙❛✇❘❡✈ ❘❡✈❡rs❡ s❛✇t♦♦t❤✲❧✐❦❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② s❤❛♣❡ ✹✼✱ ✺✽✱ ✼✹✱ ✾✵✱ ✾✶✱ ✶✵✻
s❤❛♣❡ ❙♣❡❝✐☞❝ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✹✼✱ ✺✽✱ ✻✷④✻✹✱ ✼✹④✼✽✱
✾✼✱ ✾✽✱ ✶✵✵✱ ✶✵✷✱
✶✵✹④✶✵✻✱ ✶✶✷
❙✐♥ ❙✐♥✉s♦✐❞❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤② s❤❛♣❡ ✹✼✱ ✺✵④✺✷✱ ✺✽✱ ✻✹④✻✻✱
✼✹✱ ✼✻✱ ✽✵✱ ✽✼✱ ✽✽✱ ✾✶✱
✾✼✱ ✾✽✱ ✶✵✵✱ ✶✵✷✱ ✶✵✹✱
✶✵✻
❙✐♥▼♦❞ ▼♦❞✐☞❡❞ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤② s❤❛♣❡ ✹✼✱ ✺✽✱ ✼✹✱ ✶✵✻
t ✭s✮ ❚✐♠❡ ✺✶✱ ✺✺
✉ ✭♠s ✶✮ ❆❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✌♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ✺✷✱ ✺✸✱ ✻✽✱ ✻✾
✉s ✭♠s
 ✶✮ ▲♦❝❛❧ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✹✾✱ ✺✸✱ ✻✾✱ ✼✵
✖✉s ✭♠s
 ✶✮ ▼❡❛♥ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✺✸✱ ✼✵✱ ✼✶
r✉s ✭s
 ✶✮ ❋r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥t ✼✵✱ ✼✶
⑦✉ ✭♠s ✶✮ ❱❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r ✹✽✱ ✺✷✱ ✺✸✱ ✻✽✱ ✻✾
✉① ✭♠s
 ✶✮ ❚❤❡ ①✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r ✻✾
✉③ ✭♠s
 ✶✮ ❚❤❡ ③✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r ✻✾
✉s✱♠❛① ✭♠s
 ✶✮ ▼❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡
✈❡❧♦❝✐t②
✼✵
✉s✱♠✐♥ ✭♠s
 ✶✮ ▼✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✼✵
✶✵✾
▲✐st ♦❢ ❙②♠❜♦❧s
s②♠❜♦❧ ✭✉♥✐t✮ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣❛❣❡ ❧✐st
✉s✱♥ ✭♠s
 ✶✮ ◆✉ss❡❧t ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✹✽✱ ✼✵
❴❱ ✭♠✸s ✶✮ ❚❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ✌✉① ✹✻✱ ✹✽✱ ✺✹
❲ ✭♠✮ ❚♦♣♦❣r❛♣❤② t✐♣ ✇✐❞t❤ ✹✼✱ ✺✸✱ ✺✻✱ ✺✽✱ ✻✶④✻✸✱
✻✻✱ ✻✼✱ ✼✶④✼✾✱ ✽✷④✽✹✱
✾✶✱ ✾✷✱ ✾✼✱ ✾✽✱ ✶✵✵✱ ✶✵✷✱
✶✵✹④✶✵✻✱ ✶✶✷
✇s❡❞ ✭♠s
 ✶✮ ❙❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ s♣❡❡❞ ✹✼
① ✭♠✮ ❚❤❡ ①✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✹✻✱ ✹✼✱ ✹✾④✺✸✱ ✺✾④✻✶✱
✻✽④✼✶✱ ✽✾✱ ✾✵
①✵ ✭♠✮ ❚❤❡ ①✬✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡
♦❢ t❤❡ s❝r❡❡♥
✺✺✱ ✺✻
①✶ ✭♠✮ ①✲♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❧❛s❡r ✶ ✺✹✱ ✺✺
①✷ ✭♠✮ ①✲♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❧❛s❡r ✷ ✺✹✱ ✺✺
①✐ ✭♠✮ ①✲♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❧❛s❡r ✐ ✺✹✱ ✺✺
② ✭♠✮ ❚❤❡ ②✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡❀ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡
❝❤❛♥♥❡❧✬s ❝❡♥t❡r♣❧❛♥❡
✹✻✱ ✹✽④✺✹✱ ✽✻④✾✶
③ ✭♠✮ ❚❤❡ ③✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✹✽④✺✹✱ ✻✽✱ ✻✾✱ ✽✾
③✵ ✭♠✮ ❚❤❡ ③✬✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡
♦❢ t❤❡ s❝r❡❡♥
✺✺✱ ✺✻
❚♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✇♦r❦s r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ t❤❡ ❛✉t❤♦r st✐❝❦s t♦ t❤❡✐r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡s✱ t❤❡r❡✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✧▲✐st ♦❢ ❙②♠❜♦❧s✧ ❝♦✈❡rs ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡s✐s✳
✶✶✵
▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s
✶✳✶✳ ❋r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♣r♦☞❧❡s ❢♦r ❛ st❡♣✲❞♦✇♥ ❛♥❞ ❛ st❡♣✲✉♣ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹
✶✳✷✳ Pr✐♠❛r② ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❛r② ✈♦rt❡① ✐♥ ☞❧♠ ✌♦✇s ♦✈❡r s✐♥✉s♦✐❞❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺
✶✳✸✳ ❋r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♥t♦✉r ♦❢ t❤❡ ☞❧♠ ✌♦✇ ♦✈❡r sq✉❛r❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻
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✶✶✶
▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s
✶✳✷✹✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛rts ♦❢ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ☞❧♠s ✌♦✇✐♥❣ ♦✈❡r
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♦❢ t❤❡ ❑❛♣✐t③❛ ♥✉♠❜❡r ❢♦r ❞✐☛❡r❡♥t ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s✱ ✌✉✐❞s✱ ❛♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐❞t❤s ✹✶
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❉❛♥❦ ❣❡❜⑧✉❤rt ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❞❡♠ ▲❡❤rst✉❤❧✐♥❤❛❜❡r Pr♦❢❡ss♦r ❉r✳ ◆✉r✐ ❆❦s❡❧ ❢⑧✉r ❞✐❡ ❡①③❡❧❧❡♥t❡
❇❡tr❡✉✉♥❣ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t✳ ❊r ♥❛❤♠ s✐❝❤ st❡ts ✈✐❡❧ ❩❡✐t ❢⑧✉r ❉✐s❦✉ss✐♦♥❡♥ ⑧✉❜❡r ♦☛❡♥❡ ❋r❛❣❡st❡❧❧✉♥✲
❣❡♥✱ ❞✐❡ ♠❛♥♥✐❣❢❛❧t✐❣❡ ❆♥r❡❣✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❉❡♥❦❛♥st⑧♦✙❡ ❧✐❡❢❡rt❡♥✳ ❯♥s❡r❡ ③❛❤❧r❡✐❝❤❡♥ ●❡s♣r⑧❛❝❤❡
✇❡r❞❡♥ ♠✐r ✐♠♠❡r ❛❧s ❜❡r❡✐❝❤❡r♥❞ ✉♥❞ ❦♦♥str✉❦t✐✈ ✐♥ ❊r✐♥♥❡r✉♥❣ ❜❧❡✐❜❡♥✳ ❇❡s♦♥❞❡rs ❜❡❞❛♥❦❡♥
♠⑧♦❝❤t❡ ✐❝❤ ♠✐❝❤ ③✉❞❡♠ ❢⑧✉r ❞❛s ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡❜r❛❝❤t❡ ❱❡rtr❛✉❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❛♠✐t ❡✐♥❤❡r❣❡❤❡♥❞❡♥
❣r♦✙❡♥ ✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡♥ ❋r❡✐❤❡✐t❡♥✳ ❘❡❣❡❧♠⑧❛✙✐❣ r⑧❛✉♠t❡ ❡r ♠✐r ❛✉✙❡r❞❡♠ ❞✐❡ ▼⑧♦❣❧✐❝❤❦❡✐t ❡✐♥✱
❛♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡♥ ❋❛❝❤t❛❣✉♥❣❡♥ t❡✐❧③✉♥❡❤♠❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ✈✐❡❧❡ ✐♥t❡r❡ss❛♥t❡ ❑♦♥t❛❦t❡ ③✉ ❋♦r✲
s❝❤✉♥❣s❦♦❧❧❡❣❡♥ ❛✉s ❛❧❧❡r ❲❡❧t ❛✉❢❣❡❜❛✉t ✉♥❞ ✈❡rt✐❡❢t ✇❡r❞❡♥ ❦♦♥♥t❡♥✳
▼❡✐♥ ❉❛♥❦ ❣✐❧t ❛✉❝❤ Pr♦❢❡ss♦r ❉r✳ ❨✉r✐ ❚r✐❢♦♥♦✈ ✈♦♠ ■♥t✐t✉t❡ ♦❢ ❚❤❡r♠♦♣❤②s✐❝s✱ ❙✐❜❡r✐❛♥
❇r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ ❘✉ss✐❛♥ ❆❝❛❞❡♠② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡s ✭◆♦✈♦s✐❜✐rs❦✮✱ ❢⑧✉r ❞✐❡ ❛✉s❣❡③❡✐❝❤♥❡t❡ ❑♦♦♣❡r❛t✐♦♥
✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❡✐♥❡s ❉❆❆❉ Pr♦❥❡❦t❡s ✉♥❞ ❞❛r⑧✉❜❡r ❤✐♥❛✉s✳ ❙♦✇♦❤❧ ✇⑧❛❤r❡♥❞ s❡✐♥❡s ❋♦rs❝❤✉♥❣s✲
❛✉❢❡♥t❤❛❧t❡s ✐♥ ❇❛②r❡✉t❤ ❛❧s ❛✉❝❤ ❛✉❢ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡♥ ❋❛❝❤t❛❣✉♥❣❡♥ ✇❛r❡♥ s❡✐♥❡ ❦♦♥str✉❦t✐✈❡♥
■❞❡❡♥ ❡✐♥❡ ❛✉✙❡r♦r❞❡♥t❧✐❝❤ s❛❝❤❦✉♥❞✐❣❡ ✉♥❞ ✇❡rt✈♦❧❧❡ ❯♥t❡rst⑧✉t③✉♥❣✳
❇❡✐ ❛❧❧❡♥ ▼✐t❛r❜❡✐t❡r♥ ❞❡s ▲❡❤rst✉❤❧s ❢⑧✉r ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❦ ✉♥❞ ❙tr⑧♦♠✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐❦ ♠⑧♦❝❤t❡
✐❝❤ ♠✐❝❤ ❣❛♥③ ❤❡r③❧✐❝❤ ❢⑧✉r ❞✐❡ ❤❡r✈♦rr❛❣❡♥❞❡ ❩✉s❛♠♠❡♥❛r❜❡✐t ✉♥❞ ❞✐❡ s❡❤r ❛♥❣❡♥❡❤♠❡✱ ♣r♦❞✉❦✲
t✐✈❡ ✉♥❞ ❢r❡✉♥❞s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡ ❆r❜❡✐ts❛t♠♦s♣❤⑧❛r❡ ❜❡❞❛♥❦❡♥✳ ■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❜❡✐ ③❛❤❧r❡✐❝❤❡♥ ❋❛❝❤❞✐s✲
❦✉ss✐♦♥❡♥ ♠✐t ♠❡✐♥❡♥ ❑♦❧❧❡❣❡♥ ❉r✳ ❚❤✐❧♦ P♦❧❧❛❦✱ ❉r✳ ❉❛♥✐❡❧ ❘❡❝❦✱ ▼❛r❦✉s ❉❛✉t❤ ✉♥❞ ❆r♠✐♥
❑⑧♦❣❡❧ ❡♥tst❛♥❞❡♥ ✇❡rt✈♦❧❧❡ ♥❡✉❡ ■❞❡❡♥ ✉♥❞ ▲⑧♦s✉♥❣s❛♥s⑧❛t③❡✱ ❞✐❡ ❡s ❡r♠⑧♦❣❧✐❝❤t❡♥ ✈✐❡❧❡ ❛♥s♣r✉❝❤s✲
✈♦❧❧❡ Pr♦❥❡❦t❡ ❣❡♠❡✐♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤ ✇❡✐t❡r③✉❡♥t✇✐❝❦❡❧♥✳ ❍❡r✈♦r③✉❤❡❜❡♥ s✐♥❞ ❛✉❝❤ ▼❛r✐♦♥ ▼⑧❛r❦❧✱
●❛❜r✐❡❧❡ ❏❡♥❛✱ ▼❛r❦✉s ❍♦r♥ ✉♥❞ ❙t❡♣❤❛♥ ❊✐✙♥❡r✱ ❞❡r❡♥ ❋❛❝❤❦❡♥♥t♥✐ss❡ ✉♥❞ ❤❛♥❞✇❡r❦❧✐❝❤❡s
●❡s❝❤✐❝❦ s♦✇♦❤❧ ❜❡✐ ▲❛❜♦r❛r❜❡✐t❡♥ ❛❧s ❛✉❝❤ ❜❡✐ ❞❡r ❉✉r❝❤❢⑧✉❤r✉♥❣ ✈♦♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ❡✍③✐✲
❡♥t❡s ✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡s ❆r❜❡✐t❡♥ ❡rst ❡r♠⑧♦❣❧✐❝❤t❡♥✳ ▼❡✐♥ s♣❡③✐❡❧❧❡r ❉❛♥❦ ❣✐❧t ❛✉❝❤ ❆♥❞r❡❛
❙✐❡❣♠✉♥❞✱ ❑❛♦r✐ ▲❛✐♥♦✱ ▼❛①✐♠✐❧✐❛♥ ❇❛✉❡r✱ P❡t❡r ❲❛❣♥❡r✱ ▼♦r✐t③ ❋❛❞❡♥✱ ❉♦♠✐♥✐❦ ❙❝❤r⑧♦❞❡r
✉♥❞ ▼❛r✐♦ ▲✐♥③✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ✐❤r❡ ❚⑧❛t✐❣❦❡✐t ❛❧s st✉❞❡♥t✐s❝❤❡ ❍✐❧❢s❦r❛❢t ♦❞❡r ❞✉r❝❤ ❙t✉❞✐❡♥❛r❜❡✐t❡♥
❇❡✐tr⑧❛❣❡ ✉♥❞ ❆♥r❡❣✉♥❣❡♥ ③✉ ❞✐❡s❡r ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❧✐❡❢❡rt❡♥✳ ❇❡❞❛♥❦❡♥ ♠⑧♦❝❤t❡ ✐❝❤ ♠✐❝❤ ❛✉❝❤ ❜❡✐
❉r✳ ▲✉t③ ❍❡②♠❛♥♥ ❢⑧✉r s❡✐♥❡ st❡t❡ ❍✐❧❢s❜❡r❡✐ts❝❤❛❢t ✉♥❞ s❡✐♥ ❊♥❣❛❣❡♠❡♥t✱ ♠✐r ✐♠♠❡r ♠✐t s❡✐✲
♥❡r ❋❛❝❤❦❡♥♥t♥✐s ❛❧s ❉✐s❦✉ss✐♦♥s♣❛rt♥❡r ③✉r ❱❡r❢⑧✉❣✉♥❣ ③✉ st❡❤❡♥✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ ❞❛♥❦❡ ✐❝❤ ❑❛t❥❛
❍❡❧♠r✐❝❤ ❢⑧✉r ✐❤r❡ ❦♦st❜❛r❡ ❯♥t❡rst⑧✉t③✉♥❣ ❜❡✐ ♦r❣❛♥✐s❛t♦r✐s❝❤❡♥ ❆♥❣❡❧❡❣❡♥❤❡✐t❡♥ ✉♥❞ ✐❤r ❥❡✲
❞❡r③❡✐t t❛t❦r⑧❛❢t✐❣❡s ✉♥❞ ❤❡r③❧✐❝❤❡s ❊♥t❣❡❣❡♥❦♦♠♠❡♥✳ ❉❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦✇❡r❦st❛tt ❞❡r ❯♥✐✈❡rs✐t⑧❛t
❇❛②r❡✉t❤ ❞❛♥❦❡ ✐❝❤ ❛✉✙❡r❞❡♠ ❢⑧✉r ❞✐❡ s❡❤r ❣✉t❡ ✉♥❞ ✌❡①✐❜❧❡ ❩✉s❛♠♠❡♥❛r❜❡✐t ❜❡✐ ❞❡r ❆✉s❧❡❣✉♥❣
✉♥❞ ❋❡rt✐❣✉♥❣ ❤♦❝❤✇❡rt✐❣❡r ❱❡rs✉❝❤s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥✳
❱♦♥ ❣❛♥③❡♠ ❍❡r③❡♥ ❞❛♥❦❡ ✐❝❤ ♠❡✐♥❡r ❋r❛✉ ❢⑧✉r ✐❤r❡ ▲✐❡❜❡ ✉♥❞ ✐❤r ❱❡rst⑧❛♥❞♥✐s✳
●❛♥③ ❜❡s♦♥❞❡rs ❤❡r③❧✐❝❤ ♠⑧♦❝❤t❡ ✐❝❤ ♠✐❝❤ ❜❡✐ ♠❡✐♥❡♥ ❊❧t❡r♥ ❢⑧✉r ✐❤r❡ ✉♥❡✐♥❣❡s❝❤r⑧❛♥❦t❡✱ ❧✐❡❜❡✈♦❧❧❡
✉♥❞ ✈✐❡❧s❡✐t✐❣❡ ❯♥t❡rst⑧✉t③✉♥❣ ❛✉❢ ♠❡✐♥❡♠ ❣❡s❛♠t❡♥ ▲❡❜❡♥s✇❡❣ ❜❡❞❛♥❦❡♥✳
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❙❡❧❜stst⑧❛♥❞✐❣❦❡✐ts❡r❦❧⑧❛r✉♥❣
❍✐❡r♠✐t ✈❡rs✐❝❤❡r❡ ✐❝❤✱ ❞❛ss ✐❝❤ ❞✐❡ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ s❡❧❜stst⑧❛♥❞✐❣ ✈❡r❢❛sst ✉♥❞ ❦❡✐♥❡
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